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§ 0 Einfilhrung

Die Menge HT bepchreibe den spltzen konvexen Hegel ([0,80))%,

[+ 1 EEIE”J beachreibe den Banach- Raus der swelmal atetig diffe-
renzierbaren Punktionen B —s=0 , dle samt ihren Ableitungen

ergter und zwelter Ordnung beschrénkt sind, versehen mit der

a2t
Horm i = §f + m A X mAx .
7 = elas m e s HE DL+ oo n 2K
{ Dabei beszeichne ||| die Supremumsnorm. )

4 sei ein stetiges, lineares Punktionsl auf E‘EIRDL

A heidt gtraff, wenn ea fiir alle £ >0 ein Kompaktum Eg C B
gibt, so dad fir alle f ¢ Eﬁm"a mit I|E,5' 0 und [jf]| =1 folgt,
daf |<a,f>| = E 1st.

A haiBt fast positiv, wvenn A reell i1t , und fur slle f € E‘:EH"}
mit f(0) = 0 und £ »0 folgt, dad <A, f> = 0 ist.

A hei2t dissipativ, wenn fur alle £ € SS(R™) mit £{0)= |2,
folgt, dad Re <A, f>r = 0 ist,

A heilt fast positiv auf K. bzw, dissipativ suf K,, falls &

faat poaitiv bew, dissipativ und Irﬂgeru}r_ﬂz iat *) g

Ist A fast poaitiv auf FLT » BO ist A = {ﬂ.1}5ﬂ dissgipativ auf
By , wobed &, das Punktmad in 0 sein soll,

Ein fast positives bew, dissipatives, straffes Funktional A
mit Triger in I]E iat laplacetransformierbar, d.h. ag axia-=

tiert die Laplecetrangformation z+—=ZL(A)(z)i= <Ay BXP, > .
E—'lfa

{ Dabei sei exp (x):= r22 fir alle x,z € K] definiert,

wobei < , » das gewthnliche Skalarprodukt auf R® beschreibt, )

#] Der Triger eines Punktionale suf O E'[I-t“] ist das kleinste
Kompaktun E € B°, so dad fir alle g, € -E'E[H ) mit gl =1
und 0% Gl ym _ g = 1 und fir alle f E:‘Pbm ) gilt, dab
Ch, T > = {:Il.frgp:} igt.
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Fliir dieps Laplacetransformierte gilt:

1. Ist A dissipativ und strafi aaf Iﬁ y B0 folgt fir alle n ¢ K,
1]

1l
Ejaanerky e FLE und Cypsresly £ € mit J::__'Inj - 1'1'_,::1-;.':.15:;.;.] -
a1
dal Hel Ec:jiu][:r.j‘.' ) = 0 ist. { Dsbel bezeichne jetst und
i=1
im folgenden |l £ = sup, |f | fir alle PFunktionen

x € Hy

f e &) . )

2. 1t A steaff und fast positiv definit auf r-[f:_ a0 ist L1A)

nach oben beachriinkt und fir mlle n ¢ & , TypenerX, € ﬁ:: wnd
n

':.Ij.i--ii,cn E E mit - l'LI]'l" L] fﬂlﬂt. dal

jei
n T
-J:-£1 iEﬂﬂi'EJ {EIJ{IL'—IJ]‘ =0 iat .

Auferdem ist <Z(A) stets stetig flr solche Punktionale.

huch die Unkehrung dieser beiden Impliketionen trifft zu.

¥ir nennen diese Umkehrung einen Sats vom Bochner- Waldenfels—
echen Typ. (Siehe dazu auch den Satz 7,3, dieser Arbeit. )
Diese Arbeit ptudiert anhand der Eriterien 1, und 2. die
Laplacetransformierten dissipativer bzw. fast positiver ,
giraffer Punktionale auf B, . Insbesondere wird ein Darstel-
lungesatz vom Levy = Chintschinechen Typ bewiesen.( Siehe dezu
Theorem 6.9, und 6,28, )
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Infinitesimale Punktionale :

Eine Faltungshalbgruppe suf E° ist eine Pamilie (L t]t = 0*
b, € Hhﬂﬂm]. von beschrinkten Dorelmafen auf A° ait den
Eigenschaften :

(1} Myg= By ® g fur alle s,% 20 und

(i) WU, = JI:I » und L. konvergiert in der vagen Topologie
gegen §, fur ein t gegen O ,

G11t zusitzlich, dad ||l =1 ist fur alle t =0, oo heist
(WUyly = eine Faltungshalbgruppe vom H - Typ.

Ist ( o)y »p ?ine Faltungahalbgruppe positiver Borelaade
auf RB™ g 90 definjiert deren infinitesimales Punktionml

I‘I—-]EE -h {l..l.t.f}-fl.'ﬂ]ﬁ ein fast positives, straffes

Punktional asuf E%[E’J .

Iat “—'Lt}t =0 eine Faltungshalbgruppe vem H = Typ , s
definiert deren infinitesimales Fonktionel

£r—=>1iz 30 €lysf>=- £10)) ein dissipatives, straffes

Funktional suf Eﬁﬁﬂpj .

Umgekehrt gibt o8 zu jedem fast positiven bzw. diseipativen
straffen Punktionsl auf‘Eﬁ{H“] die entsprechende Paltunga-
halbgruppe, deren infinitesimales Punktional mit dissem Punk-
tional identisch ist.

Diese Uberlegungen lapsen sich natiirlich auch auf die
Disgpipativitit bzw. Past-Foemitivitit auf EE Ubertragen.
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Die Fouriertransformation fast positiver Funktionale auf H

48t durek die klassische Formel ven Levy = Chintschin beschrie-
ben. BEinen Beweis dieper Darstellung mit Hilfe der Extrempunkt-
methode gibt 8. Johannsen in [3] .

Eine Verallgemeinerung des Beweises aul belieblge lokalkom-
pakte Gruppen entwickelte N, Drumme in seiner Arbeit hj .k, Mit
Hilfe der Chogquet = Thearie,

Bin Hhnliches Bild geichnet die Entwicklung dieses Konzeptea
fiir digaipative Funkiionale. !

So entwickelte J, Faraut fir diese Punktionale auf E® eine

Lovy = Chintschin = Darstellung in seiner Arbelt 1 .

M., Tuflo verallgemeinerte dieses Eonzept flir die Dissipativitas
auf lokalkompakten Gruppen; er lieferte in Eﬂ mit dem Theorem
1 einen Satz vom Bochner = Waldenfelsachen Typ .

Nihere Betrachfungen der fast positiven Funktionale auf BJ
anhand ihrer Laplacetranaformierten wurden suerst won Ih.

Driach in Bl und [4&1 angestellt, Im speziellen liefert das

Enpitel 6 aus PEEJ gine Lévy = Chintschin - Darstellung der

Laplacetransformierten einea fast positiven Funktionals suf
H+ "

In diesem Zusammenhang sollte erwihnt werdon, dal auch in der
Arbeit [7] won J. Paraut auf die dissipativen Funktionale auf
H+ eingegangen wird, Darin wird im Paragraphen VII eine

L&wy = Chintachin - Darstellung dieser FunKtionale geliefert.
Die varliegende Arbeit wersucht nun, daran anraknipfen wund

ein entaprechendes Konzept fir die Laplacetransformation auf

H: zu enbtwickeln,
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§ 1 Fost dafinite Fun en auf R®

1.1« Definition: (1) Eine Funktion f: E.:—i-H heiBt fas%t poaltiv
defiit t=c Vn € N VWix,oonyx & B) ¥ 500000, € R
1; I:J_-ﬂ = :L'J':-E;' J-‘:'E} f[11+:l:-1}:i¢: =0 ,
(11) Eine Punktion g: K, —= B heilt poaitiy defini$, wemn
fir alle n€ B und alle X,,..0,X € K, die Matrix

I:H:.L*Ijui.hn..“..n positiv definit iat,

1.2. Lesma: Sei f£: A,—=8 eine fast positiv definite Punktion und
1,7 € R} beliebig, dann gilt:
(1) f(2x)+f(2y) = 2f(x+y) .
(11) flz+yl=f(x)= flx)-f{z-y) ,falla x-y & ﬂ: .
(114) izl 27°0(2%2)+(1 - 27™)£(0) fur allen¢ W .
(iv) Ist f nach oben beschriinkt, so gilt:f{0) = fix) .
{v]) zesaf(z+y)+e 1ot fast positiv definit fir alle a,cf R
mit & = 0 .,
(vi) Ist f nach oben beschriinkt, ss gilt: fix) = f{z+y) .
(¥11) Sind n € ¥ und X,,.4.,% € E] beliebig , dann
ist die Hatrix [f[“;l.*lj}_‘f{xi"'ﬂ'”’;jﬂr“f“:}:Ii,;lzi....,n

positiv definit.

Egwvgis: (1): Setze x,=x, X,=y und ey==2, in 1.1.{1) ein,
{i1): Setze x,= lE-Iund :E-I—;-'l'-' mit o e—c, in 1.1.(1) ein.
(111}: Felgt fir y=0 iterativ aus (i),

{iv): Folgt mus (iii) fir n-soe .

{v): Trivial,

{vi): Polgt aus (iv) upd (v) .

{vii): Seisn oEl und :I.'1I........I.n,]" Eﬁf und



1.3

1.4.

11-51-

= T =

]
Cyaeanslpy € B gegaben, Dann folgt mit ggi= = Eci

A
und r ey nach Defindtion: iﬁrﬂ f[:1+l-1]'t1ﬂ:| -

- 1';_'%__‘1 t_ﬂ:r:j]-r{;i+;}-f[:J-r:.r;l-hﬂzy}]:iuj 20 . 0
Lemsa: Ist g: Ry —= R positiv definit, dann gilt:

(1} g ist fast positiv definit ,

(11) glx) > O fur alle x € R} ,

(118)(glx+y) )% = gl2x)gl2y) fur alle x,¥ ¢ B ,

(¥} T ag(xz+yl+c 1ot positiv definit fir alle a >0, 7 € E::
and & =0 .

Bgweis: (1) und (v): Trivial.

(11): Setze x t= £ mit n=1 in Definition 1.1.{ii} ein,

{41i): Lbge fir ne2 in Definition 1.1.(ii) das quadratische

dleichungsayaten auf, ]

Beispiele: (1) Tr—m -cx,y» Lot fast positiv definit fur alle
v ¢ B®, und sogar nach ocben beschriinkt fir alle y ¢ K .

(1) S4nd f und g fast positiv definit und ¢ =0 , 80 sind
f+g wund c~f fast poaitiv definit .

Lommaa: Iat I:ilT —=f fasgt poaltiv definit und nach oben
begohreiinkt, =20 gilt fur alle x £ lit: :

[rixi] = [2(M=2(0)]-(2 = +1) + [t{0)]

{ dabed oed T 1= (1,0es,1) € ﬁ': |



Boociz: Gei p.B. £(0} = 0 = ponot betrachte I=£{0)!

WHEE ROIR fmzﬂ, dann wilre nach | .2.(144) .I'.'I:En-‘ﬂl = 3 fir
alle n € H,; lun gibt ez fir alle x £ IE: ein x F ET wnd n £ L
mit x+¥= 2°°7 . Aug 1.2.(vi) folgt : fix) =0 .

Andererseits folgt wegen 1.2.(4iv) und £{0)=0 , dad f(x)= O ist,
Zusammenfassend gilt dann, dad fix}=0 ist fUr alle x ¢ 'I'l':r: .
Yol also im folgenden £ § O .

Hehmen wir welterhin an, dab '.E'{T‘!l:-1 iot; sonst betrachten wir

£/ (=£(T}) |

Sel W:i= l!:n (= li.::l « Dann gilt fir alle x ¢ ¥ wegen
1.2.0vl) @ £lx) = £(T)==1 .
Da i € W dist fir slle x¢ B -{0} , folgt fur alle
g B, mit|d =21 und x £ 0
t{x)=t(-E [zf= 2(-% slogz|d
= e(-A 2 Bog2 W]+ (yegen 1i2.(v))
= t(-X2 (0821 ]+ (uegen 1.2.0211)

([logz [¢]+1) z
= =2 (wegen 0=1( =1
= -3 plegz ] -2 |= T

{dabel bezeichne [ | die GauB-Klammern),
Weil{z € B] || =1} S v 1ist, folgt O>f(x) = =(2]x +1) fur
alle x ¢ n-f . Setet man ci==f(T), oo folgt die Behauptung. OJ
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Lemzn: Iat f: H:—J-H fast positiv definit usd nach oben

beschrinkt, und aind e, € B und x, € E: fiir 4=1,...,8 ballabig,
o

o et XT—=Fixli= i'JEI ﬂtihtj*':]:lﬂ] noch oben beschrinkt.
=

Bewels: Nach 1.2.(vi1) gllt fur beliebige dy € B, = € Il.:

fUr f=1,e0e,n und y ¢ A® :

n n

= 4 fl_1+1}+Eddﬂ[2ﬂ;E = 4,4, f(x +y) .
1521 MY LAt FU 1,9=1 14

Sind pun ¢, € H und 1, ¢ H' fur i=%;+s+;8 Dbellebig, 80 selen
Ix]: '-'{lr nnr'ﬂ.} {-itllljn} i '[i j} —d %9 und 3:_1.,::':. :I:i-l-.t'f
fiur alle (1,3) € IxI definiert.

Fir ,2. c, #0 folgt nun oit d:= 1'-?‘_;1 cgey = {J.:-jp-:l_:.;l ®(y,1)

=0 1

——— = 2
(4,37 € IxI  (k,1) € IxI ®(1,3)%0e, 1) T (1, )Tk, 1)) + E1027)

" 30! o1, 5Ty, gyt)=2e, =

= 2dP(y) flir alle y ¢ B .

= flz +x,+y)e, e
e R Mt

(Fortaetsungz auf der niicheten Seite!)}
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= |0 =

Hun ist der uatere Tell der Unglelchung nach oben beschrinkt,
da die Doppelsumse existiert und £{2y) =< f£I0) iat,
i'%T c -d:l aegtze lch ®(9,0) " 1 und ¥ro,0)" 0, und ea

114y = . -t .
¢ {1,3) ¢ Ixtu{;u u]} (1,1)

Analog zum vorherigen folgt damit :

b — 4
(1,37 € IxIw{0,0} (1,37 € DT Ao, of "1 i”'{hn "F(1, 10k, 1}]'

+1{2y) =
- E[ilﬁiﬂ'ﬂ.}u{’rljlf{:[ilj]‘*?] =g %tﬂll:jflli.p:j.‘,:}

=2F(¥).

KBun ist much hier der untere Teil durch die Doppelsumse und
£f{0) nach oben beschrEnkt.

J.ujl beiden Fillen folgt die Behauptung. O

Lepma; Iat f: R, —=R fast poaitiv definit und nach cben
beachrénkt, ao gilt fUr alle a ¢ H: t

;l_...ﬂir{g}:. flx)=f{xéa) 18t positiv definit und nach oben
beschrinkt,

Bewela: Selen ¢ € i un.d. X € B_ beliebig, aber fest flr

1=l 0sspf « FlX)tm E ﬂx 1%,
1,1=1

+x) can ist nach oben
bepchrinkt, Aulerdem isat F fast poslitiv definit, denn wenn
du £ B und ;r:f E: fr E=1se0e, 2ind mit f‘E__T di = 0, Bo

folgt mit 'Et,,l]l"dtui und :l:h”:- Fet®y (Ewt,eeeplidl=t,uee,li),
I:r-rh-.:'

daQ = a = 0 ist, Damit folgt :
[h.i - il-' :tli:l

{z,n}

‘{xﬁ}.u.n-u,u *(x,4)°(1, T30k, 1)*3(2, )

l



Daraus folgt die fast positive Definitheit von F.
wegen 1.2.(iv) folgt damit: Fla) = Flo) fur alle a ¢ Ao,

n
Daher gilt: F(0)=Fla)=s Z— (fix +:Jj-ft:i-1-::+|.:l}¢1=1; 4]
iy f=1

Weil die &, und x, mit i=1,.esp0 belieblg gewiihlt wurden,
folgt , dad xS\ f(x) = f{x)=f(x+a) positiv definit sind.
Ee bleibt moch su zeigen, dal &lf beachrinkt Lst,
Hun gilt mach 1.3.(141) fir alle x € B
(D 2120)? «Ly£(2x)0,2(0) und induktty
A gtals Aot e
< e =T Vie(0)-2(2Pxsa1) T (vegen 1.2.(57))

< AN e s a2
(Die letzte Ungleichung folgt aua 1.5.) .
Nun geht der letzte Ausdruck filr n-sco immer gegen L (o),
welchea damit ﬂﬁf beschrinkt, O

1«7'. Bemerkung: Ist I: Ii:—-ﬂ fagt poaitiv definit und nach oben
begchrinkt, dann gilt : f=f(0) ist subadditiv.
Peweia: Polgt unmittelbar aua 1.7. U

1.7"" .Bemerkung: Es 1H2%t sich =it 1.7'. leioht zeigen, daf fast
positiv definite Punktionen,dle nach oben beachrinkt wund

gtetig im Nullpunkt aind, auf ganz EJ: ptetig sind,

1.8. Bezelchpung: (1) F:= {t: n:—-n[ f iat stetig, nach oben
beschrinkt und fast positiv definit}.
(11) Fyr={fe F| fl0)= 0}
(114) Kzm { 26 25| 2(Tam1} ,wobes Trm(1,0e0t) ¢ BY iot.
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1.10.

= {2 =

Pemepkung: (L) f¢ F=TJach, b =0, T ¢ K :f=a+ bE .
(Denn wie im Beweis von 1.5. folgt wegen 1.2.(iv} und 1.2.(¥v1),
dal mit £{T)=f(0) such £ =£{0) iat, Bel nun o.w.BE. £{0)A£(T),
so setzt man ar=f£(0), bi= £{0)-£[T) und ?:= %{f—i‘{ﬂ]} at

(ii) PI:I ist ein spitzer, konvexer Eegel =it Basis K .

Sptz: Die Exrtrempunkte von E liegen unter folgenden Fuskitlonen:
(1} & (z) ==T ,

(2) gi(z) = =, ® (o, sei der i-te Einheitavektor vom "),
(3) g, (x) = (1-6" Py e TPl ur y e & =(0) .
peweis: Sei £EE . Wegen £(0) = £{T) gilt : =1= £{0)< 0 .

Ich setze Ll :=-f{0) ,dann ist f= (1=|lJofprerer =L

Iat £ extrem, o gilt:)ll=1 oder |l =0 .

In ersaten Fall gilt f{0)==1 und demit wegen 1.2.(iii1) und
1.2.(vi}, dad £ = =1 ist.

Zwelter Fall: f£{0)=0 1

Plir a € H. sal &‘I[::h- fix)= f|:1+a]+f-[1‘,|und .rﬁ*'[l'.' =f{z+a)=Lf(a}
definiert, Wegen 1.7 und 1.4.(11) gilt .& F, und es ist
£= LY + A7) fur slle s € B

Iat f extrem, so existiert ein | € R mit ML = ﬂ: .

Dies bedeatet: H, flz) = fiz+n) = fln) filr alle x,A¢ H::-
Meo ist - W = f(T+a)-fla) (2a £(T)==1 1at),

Daraus folgt: f(x)(f{a)=-f{as))=f(z+a)-f{a) .

Setzt man nun fir r b ¢ HT btezliehungawelas b-l-T aln, mo gilt
fur alle a,b ¢ B

(£(B)=L{E+T) )}l a)=2({aiT) = flash)=f{asbel) .

Daher gilt fiir &Tfliz}:zfli:}-ﬂx:i'} T
Doetizrg)=Lat(x)Oz2(y)  fur alle x,y¢ K} .

s frzf  beschrinkt ist und Leq £{0)=1 i8t, mad ﬂr?f eine



= Ij =

Exponentialfunktion der Fﬂﬂﬂ-\?f‘,lﬂ-l-q"ﬂ sein mit ¥ § H:-.
Ist y = 0, 80 folgh:hpf = 1 und damit =1 . Daa heilt:
fix)=f({z+a)=f(a) und daraus folgt, dad f linear ist.

weil £(T)==1 und £(0)=0 iat, gilt: flx)=—cx,y>.wobed ¥ ¢ B
mit <1,y*=1 ist, Da nun f extrem imt, mud y=t; aein fur
ein 1€{1,..,m} «

Ist y # 0 , Bo gilt : U, = o~ T*% ynd momdit

fix)e~ Y% . f(x+a)=f(a) fUr alle x,a ¢ B, .

Fir a=T heidt dam: f{x)e™ *¥? o #(x+7)-2(T) = £{xiT)41.
Zusammen gllt daher fUr alle x § E: 1

fﬂ:}[-‘{?;j}-1j o f{xiT)=a~ T ®_g(2iT)+1 , voraus folgt:

Y
fﬂ:]l- JT_:'F'-?;;.— - Erl:.l:l - O

.11, Satz: Die Extrempunkts von K sind genau dis im 1.10. sufge-
listeten: (1) g (x)l==1 ,
(2) gglx)=—cxy0,> fUr i=l,...,n
uwnd  (3) a:r{:]-[1-*‘3'f_h}"t-"3-”-1j mit y¢ B3={0}.

Beweig: (1): Annahme: I by ho€ E 3 8€ (0,1) 2(1-8)n +8hy = =1
[:n--f-l'.'lhzih-ﬂlh.l ) gelte. Da nun hy 1e2e(vl) genilgen mud,
mrul auch -hT dem geniigen. Das heilt hT mull konstant sein

und damit auch hz. woraus h,=h =-1 folgt.

(2): Annanme:d b ,h,e K 30 €(0, 1) (1-8)n +8n,= g7 -

Es folgt: b (0)=h,(0)=0 . Bs gilt weiterhin fur alle z,7 ¢ K
Bh, (z+y)+(1-8)n,(z+7) = glh, (x}+h, (¥)} + (1=8){h (x)+n (7] )a
Mit 1.7'. folgt : hi'.’:-l-;r] - hi[::]l + hi{'_'r] fur i=1,2 ,

Es gilt daher, dad h.,lu.:ui }:|E linear sind, und da sie aum K aind,
naben aie die Form h,(z)=—<x,y2> und o x)==<x, 7>

Da @, extres in {x¢ K, | <x;T>=1} liegt, folgt y =y, =u,.
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(3): Aanahme,es gelte:d h b€ E J0€(0,1): oby+(1-0)b, = g, .
Zuerst einoal gilt, dal h.lllE'J-hE{ﬂ}- 0 =g (0) iat.

Auberdem gilt filr alle y ¢ K, :=({0,29))%, dad g_(y) = O ist.
Nimm% man pun an, dal hili;rjl = 0 wiire fir eln ¥ ¢ E’: y B0 whre
nach 1,2.(111) auch hifinj'}-ﬂ fir n € N, und somit wilrds wsin
xE E: eristieren mit T#z = Enzr fur genligend grofCes m € W ,
was wegen 1.2.(vi) zu hilﬁ_‘[_"}zﬂ im Widerspruch ateshan wilrde.
Somit folgt auch Tir is1,2 : hi[;}ti 0 fir alle y ¢ ﬁ: "
Definiert man num Bi= Oh (y)(g,(¥))™7 € (0,1) fue y ¢ i

( weil 8h (y)(g,(¥)) ™"+ (1-B)nylx) (g (x))™" = 1 48t ) unma

D b, (2) s=(h, (y)-n; (01)7 (ny (z4y)-n, (x)) fur alle x ¢ B3,

i=1,2 , 8o gllt 1

(%) Eﬂrh1 + i1—ﬂ}n3hz = &Xp.

dabel ist exp (x):= e~ TP rye mlle x ¢ HT_ definisrt.

Dieses D:,rh:l. it aber poBitiv definit und beschrinkt wegen 1.7.
Auferdem ist Dj.hi{ﬂ]'-‘r und ﬂa,hi =0 fir i=1,2 .

Aus der konver-linear-Darstellung (#) vom exp  folgt fur i=1,2:

n
Ist fUE € ynsnsCpy € B o, =0 , 80 gilt fUr alle X ,.cu,X ¢ BY;
n Jai i 1 a +
n
= “h:cl'ﬂk'““uj'n}ﬂyhl{‘l+:j] = 0, Dnraua folgt, dad
£y =t

_EIP—ED h, fast poaitiv definit und nach oben beschrinkt ist.

Ea gilty:iﬂhﬁrhilzp__l-t 1-H}Drhze1-p_a - =1,

Analog zu (1) folgt damit; dal Ilj.h..'-ﬁrh;,. = exp, lat.

Damit gilt: Tz ¢ H:: Yy e E: I h.i[::]'-hiliIir]-hi{ﬂl‘ﬂ*.}[l-‘l,z,'l.
Es folgt flr y=1 3 hil{::h = u'ﬁ'.}ihi!ﬂ §

und fir z=f & hi{:.rﬂ]' = 1_'{"_?"}5’_[1} =1 (4d=1,2).

Zusammen liefert das fir x=y : hi_[:[]' = g lx) flir slle x ¢ E‘;.

Wegen der 3tetigkelt vomn h, und b, folgt natUrlich h,=h.=g .
("



Bemerkungen Ewd f'uraﬁ::“hn“ 1 _3

Dieser Paragraph soll zuerst einmal die Eigenschaften von

Funktionen aum F sowelt kliren, dal die Shtze 1.10. und 1.19.
bewiesen werden kinnen, [Diese Jitze finden schliellich im
Eeweis des Satzes 6.20. Anwvendung, der uns die Levy - Chin-
tschin - Darstellung der Fanktionen aua F liefert.

In der Definitieon 1.1. werden die Begriffe "fast pasltiw
definit” und "positiv definit™ aum dem Text [4&] von Th. Driasch
Ubernommen. Im Artikel [J won C. Berg, J.F.H. Cristensen und
F. Ressel werden die Funktionen f € -F, auch als "negative
definite" begeichnet. Aus diesem Artikel pind auch die Hemer-
kungen 1.2. and 1.3. bertragen worden.

Beim Hewels des Lemmas 1.5. steht die Beweisfilhrung des Hilfa-
satzea 5 aus dem Text ﬁﬂ von W. ¥. Waldenfels -TFate,

Ungers Wahl der Basis K des spitzen Kegels F, wurde in Hin-
gicht puf die Erarbeitung der Extrempunkte getroffen. Man

hitte ebenso ein linesres, Ptetiges und reelles Punktional A
guf dem Raum der stetigen Funktionen aufl H: wihlen ktnnen,

welches auf Fy beachrinkt ist , dessen Laplacetranaformierte
positiv ist und desasen differenzierte Laplacetransformierte

in O nicht verachwindet, um durch K, := {f £ Fy | <a.f> =-I}-
eine anders Bamis wvon F, zu bekoamean.

Die einfache Form der Bewelse von Satz 1.10. und 1.11. zeigt
una, daf diese Wahl der Papis recht vorteilhaft ist.

Ez sollte nicht unerwihnt blelben; dal die Einaschrinkung

®" nach oben beschrknkt " fir unsers Betrachtung der fast po-
gitiv definiten Funktionen elne wesentliche Ealle spielt.
Betrachtet man fir ein a ¢ H.f -{'EI} die Funktion Enul_'_‘-r:.u;:-.

a3 ist diepe fast popltiv definit, mber nicht nach obgn be=



- 16 -

schrinkt . Es zeigt sich leicht, daB die Aussagen von 1.5.
1.7''. nicht mehr darauf zutreffen.

Zum SchluB sollte noch bemerkt werden, daB dieses ganze Kon-
zept des Paragraphen ) sich unter entsprechenden Zusatzilber-

legungen auf spitze Kegel lokalkonvexer Riume ausdehnen lieBe.
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Zele

2ade

2.3,

Erj't

2.4.

2+

= |T =

Dimaipativ o auf B
Soi im folgenden flr y ¢ H.: axp_t H:-n- B durch xe+sg 2T

¥
definiert fir alle x ¢ HE
Definttion: (1) Eine Punktiom wi H:'—:-t heildt sxponentisll.,
n
falls T:E °4*XPy lat, mit g, £ € und z, ¢ R, fur alle

i-l,.--.n #

(1%} (=} bazsichne den Vektorraus der sxponsntiellen Funktionen.

(111) Tem{ t€@] t{0)= it} -
Definition: (i) Eine Punktion g: H:—b € heidt vollatindle
ﬂ_‘_l_u;l.pﬂj_u, falls @@ ein ¢ = O gibt, 8o dad fur alle vE(

n |
mit ¥ = _.L c exp, gilt, dab |..."‘-7'_ eyglxg) | = I‘-Ii'l'" int.
1= %1

{i1) Eine Funktion f: H —= [ hellt diesipat :,1', falls fur

alle t €T mit t = Eu up folgt, dal nn%n (flx )= 0 1st,
’.F'I =

Bezeichnung: (1) Bine zur vollstindig dissipativen Funktion g
nach 2,2.{1) (nicht eindeutig) bestimmte Komstante c heile
majorisierende Eonstante von &,

(11) Us={ gt 8] —= ¢ | £ 1st vollstindig dissipativ und etetig).
(111) Qre {f: Bj—=C | T iat dissipativ und stetig) .

Begerkung: U 1st ein komplerer Untervekiorraum von 'E'.DI:, H::I.

und Q iast ein kenvexer Kegel in ©( RT). (Dabei bezeichne €( R}

dis stetigen und Eb{ H::I die stetigen beschriinkten Funktionen
@

auf B_,)

Definition: Sel 8 € Hhi Et}l {laetzteres sie die Menge der be—

pchrinktsn Borelmala auf Ii": ). Dnnn hellt Hﬂ}::gn exp, Bldy)

die Laplacetransformierte von B .
Bemeriung: Ee ist Z(G)cU fir alle BeM ( &) .
Bewsiz: Bs gilt -T.'J:E]thf E':']' trivialerweioe, Ia B § Q'E'h{ H:}']I-

( dabei begeichne X' das Dual von X ) i8t mit Opezatornorm
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||J]:|| =t ¢, 80 folgt fur alle v ¢ Omit v= o, exp,
1=1 1
;,I*:;‘n J;_ o P play) | « |£, viyletay)s o ||_
- L3
2.6, FPemerkung: Selen t, ,%t.,% € T beliabig, eel t = E g, 8Xp *
1'% o
Dann gilt:

(1) bt €T, S+, (T, at €T fir alle amd .,
(14) T€T, Ret ¢ T .

(111) Ist t£0, mo folgt: EH!¢1 >0, 1:11“'1 -0 .

{iv) u-:l:pr{ T fur alle ¥ ¢ B._l_ &

Bawein: (1) |t|t=flﬁ|i|ltT|L ﬂﬁzu_ = t,(0)t,(0) . Alles andere
ist trivial,

(i1): Folgt lu [tz = m: t{0) und Rets -!-EH’E] .

(i14): t(0)= E Rec, > O liefert die Behauptung.

(iv) : Iat trivial. (J
22T Bem.-r‘ru.ng: 3ind f,h: Il.:-—-—t-l.‘ dissipativ und iat £ ¢ T mit

t = En exp  , dann gilt:
imi X

{1) f+h und af sind dissipativ fur alle az0 ,

(i1) Pur alle ¢ € B ist ic dissipativ,

(414) T und Ref sind dissipativ und es gilt: Refs O,

(iv) I, iat dissipativ fur alle ¥ ¢ El: s Wobei Ir[:r.}:-ﬂ:ﬂr:l
definiert iat.

n
(w) =a,f it dissipativ.
imi * %y

Bewsin: (i):Folgt tri.?iat nach 2.6.(1).

(11): Iat s €T mit 8 = =4 8Xp, 480 igt =Imd,o =0 ,
=T =1 4

{111]! FUlﬂt nag Eiﬁlnili und 2*5-‘1"’] &

£
{(iv): Jet €T it B = El_cjl:p jf oo ist *xp 0 = '}.Ecj-:p{,frj.

woraus die Bshauptung mit 2.6.(1) falgt.
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{v): Folgt analog (iv)} nach 2.6.(1) . 0

2.8, Bemerkung: Ist v €0 ,8 ¢TT tal=T, M) und y ¢ Ry, 80 gilt:
tim [14:91,,1!.- v 4 eXp_ I<l_ €T«
Beweia: Es ist klar, dag te() und t(0)=ft]l 1et. Die Unglei-
chung [zl (1-e~ T 7)) iz + o7 Pl =il = i)
zeigt, dad & £ T ist. O

5.9. Legpma: Sed g: Ky—=© vollstindig dissipativ und f: Bo—= 0
dinsipatd.:ir. und sei ¢ die mejorisierende Eonatente von g.

Dann gilt:
(1) ge'® —¢ ist dissipativ fir alle gell .

(11) £-_ 1ist volletindig dissipativ fur alle j ¢ R,
£

Bewgia: m- Set t€T mit t=Zcjexp, und t(0)= [It]] oo folgt:

3=1

leﬁciﬁgili}r"ﬂ-ﬂ = Rﬁ[ﬁ:iﬂ:i}&i ) - r:ll‘r.]l_: 0 .
k

(11): Sel v & mit ~||--EI:L_151|-.|:.:Ir , so sel dazu t wie in 2.B.
J=1 J

0
definisrt und dabel sei H!r--:gﬁcjtf{rii-f{r:*ﬂl . Pa t g T

ist, folgt aus der DMpoipativitit '-r-'_m f dise Ungleichung

Ra alﬂ[E[f{:.ru] iy, l-].r'II:II:J_] = | F[f[_.r I= EE].'j y,:I-: |
= =1

o =ke Il:!f]-l'il'l , woraus die vollstindige Dissipativitit won

I_I_-,r geschlossen werden kann . 1
2.10, Begerkung: Ist t € T, so gilt fir alle y ¢ H. und EETT

(i) r.::part & |:'l—!.‘.l:|!|-r:ll :I‘I:1E I.

(41) exp t + {1-4::1&1,]5”1.[DJ wit, € T .

¥
(181) a:p;l:!ﬂ} + H-upr}uint =ity €
Beweig: Es ist klar, dal t,0 © wund t:[ﬂ}-t{l:l'.l iat fir j=1,2,% .
ENEIE e E P a(1-e"F0 7)o B4 _= e, = £,(0) (3e1,2,3)

:-igtj dlﬂ t E I m: J=1|E|} " D
3

Damit ist das felgende Lemma genmauso wie Lemma 2.9.(11) durch

2.8, bawliesen 3
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2,12

2:13.

214,

= M} =

Lepma: Sel f: H.T—:-II diseipativ und selen B¢ | und Y i E: .
Dann gilt:

(1) 1_+ -“‘fr-fr] iat dissipativ,

(14) 1+ e'3(2(0)-£(y)) iot dieaipativ.

(414) £(y) + -”{r-r_r:l 1st diasipativ,

Lepma: Es gilt: £¢Qm=0 === f=ic flir sin e g B .
Sewels: "=»": Aus f¢ Q=] folgt wegen 2.7.(141): Ref = 0 ,
Setzt mwan t := exp, = J.Ht:l:;tI =1} €T fir y ¢ F.':

80 folgt: Re(f(y) = L(f(F)=£(0)) = £ (Imf(0)-Tefiy)}) = 0, und
damit ist Inf{0)=Inf{y)=tc. Da y beliebig. gewihlt war, folgt
die Implikation,

fe="iFolgt aus 2.T.(11) . OO

Eemarkung: Iat f: B:—hﬂ digeipativ, dann gilt fir alle

T,y € B ¢ '

(1) Ref(z+y) = ZRefix) .

(11) Ref ist subadditir,

Baveig: (i): Folgt daraus, dad t:-upl{q;pr- %]I ET int.

(ii): Folgt aus 2.11.(151) =it 8=0 , [

Bemeriurg: Ist I H: —=0 disgipativ , so gilt :

(1) Ist Ref beschriinkt, dmnn ist guch Imf beschrlinkt.

(ii) Iet Ref(0)=0, dann ist Imf = Imf{O) .,

Bewgig: (1): Setzt man 'L'-: t= exp z i{a-:‘_:-r~1j. oo iat 1:: € T,
und das liefert Ref(y) ¥ Imf(y) * Imf{0) £ 0, woraus folgt:
[1=t{y)| =-Ref{y)+ |[Int{0)] .

(18): aus 2.11.044) folgt: [f({0)=fly)|e -Refly) . Lat £{0)=0,
dann gilt: [f(y)|s =Ref(y) = |[Ref{y)| ,woraus Inf{y}e0 folgt.
Da ¥ € E: baliebig gewihlt werden kann, felgt t Inf = O .

Dap mit f auveh £ - L1Isf(0} dissipativ iet, folgt die Pahauptung.
O
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5.15. Lemma: Tot £ € Q und y ¢ B, beliebig, dann gibt es r.,a, 2 0

mit ry+e < 1, 0 dad fur slle ¢ T[] (e=l=m,m] ) gilk:

.&3'['::- Eiu{f-fr]irrf[;lr] § Q@ und
&If:- fy'fl-ﬂr}f{:ﬂ'] A ™

Baweig:; Sel ¥y ¢ E: belieblg, aber fest. Selen welterhin
riw anf{a 20 | Vo TT + e!f(t-f )satly) ¢ @}  und

a:= inf {8 =0 | fF-I:I—n]f[;.r] € Qp cgesetzt.

Wegen 2.11. und 2.7.(1v) ist natirlich r,a g5 1 »

Hehman wir an, @8 gelte r+8 =1 . Dann gibt es = r und
§=a mit 2+8 > 1,und e8 mh:': dazu ein B¢ T[] und

€ T und t,= Edtu:pj e T mit

i
1:!- EcJ::pI .

3=1 J

t,(0)=%,(0)m |[t1|[ﬁ - ||¢#"._ =1 , fur die gilt :

Hu%n (etB(f=f )(x, )eRE(F)) =: s, =0 wund
1=1 ] ¥ ]

1
Raﬁdkﬂfyirllvii—ﬁ}ﬂr}l =t 8, >0 .

Segtzt man nun
t:= {1—a:p,]fint1+:xpr{tz*!=1EUJ-[t—E]tE{ﬂj]. go ist
1I:D}-t2l1£r}+tt1{ﬂ'i-[1-E]tzl!l:ril = [(B+8) =1 .
Weiterhin gilt folgende Abachitzung fur mlle x ¢ H, !
fix)] = |, (x)etB(1-e™FIZ) TEIZ (0 (x)4pe143) |

s By lx)] (1=e7 P ™I 1, 0x) [+ (§8-1))

= |.|"=1l|_li1-u"'“"3':'] + oK ¥ hz”_'m[t-fl—n j

= B8 = t(0) .
Damit imt t € T , was wegen a 48, =0 im Widergpruch zur
Disgipativitdt von I steht.

Also ist r+B < 1 . Ol
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2.17.

2.18.

= 77 =

Leamay Ist £€ Q@ und ¥ : B, beliebig, dann
gibt ea ein a ¢ [0,1], so dad fir alle BeTTeilts
iBp o ¢
Ol ¢ I'F]'l-ajf{:.rjl ¢ Q@ wund TJ.—H},f[H £ Q
Zeweis: Setat man a = T Von 2.15, 8o folgt natirlich mit
r oo =1, dad I],-"'!‘:,r””' -ﬂrn-li'l—u:lr-rl}ﬂﬂ € Qist. 0O
Bemerkung: Dieses Lemma splelt im $4 eine zentrale Rolle,
Dgispiele: (1) Ist 4 =0 , 8o 18t -4 ¢ Q ,
(11} Sed 1 (x)t= -€x,5>, 20 ist 1 € Q fir alle y¢ B, .
(14i) (e @™ T2 1) 1at disslpativ fir alle y ¢ K> und
aeETT.
Beweip: {i): Trivial,
(1i): Es genlgt nach 2,.T7.(i) zu zeigen, dad 1';;' q iat, wobel
. der j-te Einheitavektor von K- aein soll.
n

Fun gilts E%:Retlfﬂ]- = R o<, x> =0 fur alle ¢ € T wit

n
t=T= ¢ 8Xp « raus folgt, dad 1 dismipativ ist,

ey K Txy ! ®J
(141): Polgt unaittelbar aus 2,.9.(1) . a

Lemma: Ist £ € Q mit Ref(x)}=0 fir ein x¢ InnR, := ({0,=))%,

oo folgt: T £ Q=Q.

Beweis: Sei x ¢ Innf_ mit Ref(x)=0, so liefert 2.13.(1) fir
alle y € Ry N{z- B}, daf Ref{y) =2Ref(x)=0 und somit Ref{y)=0
imt., Aue 2.1%.{ii) ergibt sich fir alle n £ B und x § El.:. dal
nRef(x} = Refinxz) ist, Da mun L)  n( &) niz- A]))= &7 ist,
gilt : Bnf = 0 . Hach 2.14.(11}51%121; die Behauptung. M}

Bemerkung: Das nachfolgende Lemms dient gur genauen Hestimmung
der Extrempunkte des spitzen Eegels Q/(QM-Q), die in § 4 vor=

genoemen werden wird.
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2.19. Lemmp: Imt ¥ € Hf -{ﬂ}, B¢ TT:=(=mr] beliebig, =0 gibt ea
¥ @yl H:J mit tr’ﬂmillt—r*ﬂu:u‘mtr'ﬂiﬂ und eine Folge
tt:“ﬂ] e ©T 4 dle glelchukbiy gegen +719 yonvergiert.
Bewgig: =|1. Iat 00, so lisfert t917; t:l"" t= 1 die gesuchten
Funk tionen.

2. Ist 8=TT , so sei t7'T:=td M := 2(2exp, =112t gesetst,
wobei z € RY so gewdhlt sei, dad exp (y)=e"7'®a I iat,

n 0= [25:;1-1}2:.' 1 ismt und t"'"l{ﬂ]l:ti'"{ﬂ] =1 , folgt :
A 5T g1, Well Tyt T (y) ==1 18t lieforn diese
Punktionen dis gesuchten,

3. Sel 0= 1I3|-iTT . Ea gibt ein = € I-I.: nlt cosbs=( 2'{:*"}—1}.

Dann iat |pinf = sin 3] =1 = coa®B =\i=({2e~F1®=q1)C

Y- El{“jzﬂz-‘ﬂ"“ﬂ}l” .
§=1

Nun setzen wir t"‘"ns-{aupz-uﬂ atgn(8)V1-{2exp,-1)° € G, ( BJ).
Es ist [t7'3(x)| = jf-[lht""ﬂ{::l}E+[1nt""5[.t}!l_? =1 = t780) fus
alle x ¢ B2, Hatirlich gilt : ¢7+9(0)e'ft¥8(y) |

Betzt man nun welterhin

t7+%: =(2axp,~1)41 aign(8)(1- E[”rz}tznp: . & q‘-';z'_: ),

}= J=n+1

a0 imt 1,-;+ ¢ 5 , Weiterhin gilt:

£ (1220l e = (M2 (2P = (1P & 1
T =1 4 jenei

fir alla x £ ELEI:,dp, D-:{Ea":‘:'t:?-tlajas 1 4ist und ﬁ{q"]-n,

Zusammen folgt:

|zt =(1- %{‘iauem,-ﬂ“ = (") =\i-lzexp )T

J=n+1

o |Tmt¥ 9|

huBerdem gilt: ti'nm].t und die Abschitzung t

[0 8x) |l (Ret?*B(x))? & (10D B(x))®) 22 1 = (0D,
Meo 15t 0 ¢ 1.,
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Es blelbt noch die gleichmifige KEanvergenz von t;'ﬂ ERERD e

g1 zeligen:

Do [1=(207% %% 1)%) < 1 tat fur alle x ¢ R0

und j ¢ W ,
£ilt die Abschitzung:

¥,0 _ . 7,0 T _112] = L 1f2
| + t |5l%{dltltz-:p=1115%{i}.
Da nun i I!""I'E} mit n gegen e verschwindet, folgt daraus

jen+i 3

die gleichmilige Konvergens. (W
Hilfsatz: Sei y ¢ B, und 8¢ TT, sed |y :=<F,75> und
Tim (1onesel) € R: s dann ist

'ﬂ,;r"{'m““;-"']"l-ﬂ Jexp € T .

Bewels: Zuerst zeigen wir einmal, dal fir alle y ¢ R}

0 = I:i;rl + 1 = &:pr:lt:p?;; I 1at,

Sed nun % := [1;-'1+1-a-:tp:}n:p~1=.r » 80 8t t =0 [flir alle
y € B,

Da nun fir alle y ¢ l: |+ 2y; et fir 1=1,.,.,m , wobei
¥ = (¥ eeees¥y) ist, folgt damit fur alle y € R, und alle

i= 1;|-|.+|.,m ]

a:—i tJ, - l.’[:.ri~lr1]m:;|:.r - (v 1) )expe =0

Das heift, daf fir alle Richtungen x ¢ K, gilt:
"-‘-I{I*I'}E tﬂ'[:] fir alle x'¢ R .

Damit ist t < tr{n] = |q

Selen nun ¥ € Il.f und 8¢ | beliebig. Ea gilt:

8 - [aiﬂ{&IP:? -f ) |.T| ‘.lﬂ'.:l:p?-fE] iwnd ﬂﬂ,.,'l'{u:l = |3|"| 5

Weiterhin ist
2 2 2
1“3_1;' = (Resy )} (Ime, )

= {urﬁ-]‘? Hﬂ-mﬁr-i }¥con®a+z I¥| h'.i:p,-i }eoad+ [y 24l exp, =1 12e1n’n)



Fadla

dadda

2.22%,

2 2 2
= Ha:l.'pr-l} +2 |7 1"1‘.-,-—1}:&511; ¥ JI;;;F,I-J .
Es ist nun su zeigen, dad |HI3..'|’| = |# © iat.
Da nun 0 € T[T iet, gilt :
|!Eirlzﬂ{Etipr—“:lzfil;llpr:l-:ijl +y E}{np-i;la
= E1+Iﬂ vElprJ {EIPTJ .

Letzteres ist aber wegen der zuanfang angestellten Uberlegun-
gen kleiner gleich || 2,
Alag ist ”nﬂp!-’"n: I = Elﬂ'}_fl:’jl p womlt B, o € T iat fiir
alle y ¢ B und 8¢ TT. O

Lemaa: Ist f 2 H:_ —+ € dispipativ mit fli_h = =1 , B8O
gilt fir alle x € n’: :

| ==+ 1] =< o

Beweis: Aus 2.20. folgt fir alle y ¢ B und B g T , dad
Rele P £(piT)=2(T) ) )eket (T |y] = 0  ise,

Es folgt, dad I:f[yl-?:lﬂ | = || is=t.

DMeses Lemma wird im Paragraphen 4 und & gebraucht. O

Hegeichnung: Fiir ¢ >0 und j ¢ {1,“.,:.} sei durch

t"-:,.;lui"""‘n}==':I1'“"';|-1+':Ij'lj+l"”"m:' ein Endomorphis=
mus auf B definiert , der E:f fast 1EBt.

Lamma: Iat £ = EEF——*-I dissipativ, so 1iat fﬁLﬂ ebenfrllm
L]

J
dissipativ.
n
Bavels: Sel t € T mit t= Fdi“pr . Damit ist auch
=1 kK

n
tnl-ﬂij E T . Da tﬂ'ﬂ..'i = Edkﬂp‘nn .}{-?k} igt, folgt dis

Behsuptung. m

Daraus folgt nun eine Bemerkung, die im Paragraphen 4 bent=

tigt werden wird:
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2.23%, Bgmerkung: Sei y ¢ R} , 8o gilt fir den Endomorphismus A, muf
E‘ der Form 13[11**"'111'={I1r1'*"’1u1njf dnl, wenn
f diasipativ ist,such fﬁﬂr dissipativ iat,
Die Uskehrung gilt ebenmo, wenn L # 0 fir llll = pene,m dnt,
{Dabel beschreibe z, die j=te Eomponsnta von x € H: )
Beweia: Der erste Tell folgt Lterativ aus 2.22%. ,
der zweite mus der Uberlegung, dad 13'1 = A} int mit

_5“_['-!_*11}'- }I - D

Bemeckungen zul ParagFgraphen & 3

J. Faraut hat in peiner Arbeit [i] die linearen, [ straffen )
digsipativen Funktionale untersucht und zeigte unter ande-
rem, dad die Fourlertransformierten von diesen Dletributionen
auf E® die dissipativen Funktionen auf R® { in seinea Sinne )
eind.

Analog sind die Leplacetransformierten von linearen (atraffen)
digaipativen Distributionen auf H: die dissipativen Punktionen
auf H: ( im Sinne der Definitiom 2.2.{1i) } , wae damit die
Fomenklatur von 2.2.(ii) erklirt.

Der Begriff " vollatindig disaipativ ® (2.2.(41) ) wurde von
mir in Ermangelung eines womiglich treffenderen gefalt.

{ Ich mul eugeben, dad dies Bezelchrnung nicht allsu glicklieh
gewihlt iat, dennoch miéchte ich sie so atehen laasen, )

Das Ziel dieses Paragraphen ist en, (fiir den Paragraphen 4 )
die Higlichkeit za ochaffen, die Extrempunkte eines spitzen
Eegels F = @f{QN-3) =zu berechnen.

Die Beweisfilhrung in den Bemerkungen und Lemmata diesea Fara-

graphen ist weitesgehend durch feolgendes Honzept geprigt:
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Zusrat werden entsprechend geeignete Testfunktionen aus T
erarbeitet, und hernach werden die Rickschliisse fur die disgi=-
pativen Funktionen gezogen.

Iag Lerma #.21., welche in dieser Arbeit lediglich im Faragra-
phen & Anwendung findet, kinnte in etwas allgemeinerer Form

{ = etwa wenn T durch ein beliobiges & € ((0,=))" ersetst
wird und der rechte Teil der Abschitzung mit einer von a
abhiingenden Konstante multipliziert wird - ) dle 3tetigkeit
und Differenzierbarkeit von dissipativen Funktionen auf

({0, =))® bewelsen helfen.
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Dis Laplacetransformation auf E‘I

Dieser Faragraph fdhrt ein wenig fort von der Aichtung des
durch den Pragraphen ? eingesachlagenen Wegens, Der Inhalt
beleuchtet unter anderea die Bedeutung der volletlindig dissi-
pativen Funktiomen und soll an dieser Stelle eher eine er-
lHuternde Funktion haben, zumal die hier erarbeiteten Ergeb-
nisse erst im Paragraphen & Anwvendung fimden.

pefinition: (1) L'( H::I beziehungaveiss L*( H:jl bezelchne den

Banach= Raum aller Aguivalenzklassen komplexwertiger,
Lebeague~ integrierbarer bezishungeweiss wesentlich beschrlin-

ter Funktionen auf H?:‘ mit der Norm [ff,:= |£{z} dx
+

beziehungaveise [ £ := ess sup|f .

Da Verwechalungen ausgesachlossen werden kinnen, schreiben
vir auch kurz L! beziehungeweliss L™ .

(11) Auf L' ist die Laplacetranaformisrte definiert als

(L) 1w J_ exp, f(z) dx ¢ @®( B]) furrei' .,
e
(111) Bel |'_'_5'¢{ H::I der Banach- Raum der satetigen, im unend-

lichen verechwindenden Punktionen muf HT [ warashen l.i'LH H_ ) e
Auf Agw | L Fn{ E:J] el eine Norm dureh
"[Im-:' ]|fﬂ'T + [, fir alle £ ¢ &4 definiert,

Bemeriung: (1) (&, I.“_'.' iat ein komplexer Banach- Haum.
{i1) & ist ein stetiger, linearer Operator von L' mach Ll K} )
mit Operatornorm = 1 .

Bemerkung: Der Unterraum '-'."_{ II:‘.I der stetigen Funktionen mit
kompaktem Triiger liegt dicht in A bestiglich der | [, oo ~HOTE.
Bowgis: Sei Woi={ x ¢ K] = n} furn¢ W,
Hungihteagn{-ﬁ_{ﬂfllit;“hnal . By =0 und

1
0 = g, = 1



- 20 =

Iat run £ £ A , Ao gibt es fir alle § =0 Einnﬂf_ﬂ,:u

dal II‘H: N H!I!I.l: Ef2 “"‘"'I‘[HTJ-':III{:"'J dxe E/2 fir alle nzn_ ist.

Fdr T 1= g f gllt, dad £ gegen T in der [ "1-“‘ =Horm kon-
verglert, wornus die Behauptung folgt. a

3.4, Lemma: £ (2 ( B))) Liegt dicht in € _( R]) besiglich der
| ||*- Norm.
Bewaip: Wegen 3.3. und 3,.2.{1i) bleibt nech zu geligen, dad
Z (A) dicht in ® _{ B]) liegt besuglich der || [~ Worms
Dazu betrachien wir Tolgende Funktionen:

Pir n ¢ H® setzen wir g (x): ::Iu{kh?}li mit x":= ﬁ

1

ﬂ:llh:r..gﬂ",,unu'l:gng.l.ﬁuduut r
ny -xy{yg+1) R -
L ;hh:}lh = HLH e Ty dxy 1 f_ri*ﬂ:l[ni*”

- —Bm { in der Multiindexachreibweine).
(peT) 2

o folgt damit, dad I{g ) € & ( H]) 1st fUr alle n¢ K",

Wir zeigen nun, dagd der wvon (X {gn] ]n £ o aufgespannte
kemplexe Untervektorraum dicht in €1 Ilu'.l liegts
Dazu setzen wir nun 4 : ({0,1]) --I--Ii[n definiert durch

plt): =:1—-1,..‘ J—-l]- riie alle € ((0,1])7,

Bo iat "x)= ':".‘+'1_1*“*'th:3 fur alle x ¢ H: .

Gei nun f € F‘n[ K,) beliebig, aber fest, so definieren wir mit
Fim fode P(((0,1])™) eine Punktion, die mit 0 aur ([0,1])"®
gich stetlig fortaetzen 1EHOL.

Hach 'H-q:mutr].'n giht. ea fir alle r ¢ B ein Folynom b_ mit

b [t]'.-E . ..1: pq-L, _.,;l}ﬁt Dt y TR,y
1-

I:I..Ilﬂ

so daf b gllic}mﬂﬂig gegen F auf ([0,1] ™ konvergiert.

Dgp nus £ im unendlichen verschwindet, sc kbnnen wir in (#)
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die Suwrmen mit 1 anatells wvon O anfangen laspon.

Setzt man nun £ _:= b_. +_1 £ Eni H:J ; B0 1ot

9 Tm ¥ E
£z} = == ,eeees FlztieennzB) a (x), wobei flr alle x ¢ B
a r|.1-1 n-ll Ay P

ri nyi (Ti=ny) '
of(x)r= ﬁ! (Mg G- 5 sol (r,n in Multiin-

dexschreibweise) . Lbst man auch das auf, so iat
T (Fty S (ramagy gy 391 Ly lEam0)

Diepe n: sind fur f_ aber immer ungleich einer Konstanten,
was unmittelbar daraus folgt, dad n, £ 0 iat fiir alle
1T [N .

Mlae iat fr £ E'&{ :E:}I fir alle r ¢ B™ und 1H88% sich darstellen

n'!

ala Linearkombination wvon Punktisnen der Form x == =

[z+
mit n ¢ B in der Multiindexachreibweine.

Disge Punktionen sind bekanntlich die & [.E,'.ﬂ] mit mg WO,
Dis gleichmidige Konvergenz von rI gagen T auf It: folgt
unmittelbar aus der von b, gegen F auf { [0,1] Y™{1ur r == o
flir alle i=1,+s.,m)

On nun £ ¢ E'ﬂli i'-:::l beliebig gewihlt wurde, folgt, dal der
von (& (e M) ¢ p@ sufgespannte komplexe Untervektorraum
in Eﬁl: ll.::l dicht liegt, worsus die Behauptung folgt. O

¥un wollen wir eine zu 2.2.(1) ansloge Definition bringen,
die = wie Bigh herausstellen wird = filir stetlge Funktionen

Hguivalent zu der von 2,2.(4) 1lat :

Definition: Eine Funktion f £ L™ heidt integral vollstipdig
dissipativ, wenn es eine majorisierende Konstante ¢ » O gibt,
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ga dal fur alle h ¢ E'"E I'!:F gllt:
|,Lm t(x)n(xlax| = e|lLin) ||
+

%.6, Bomerkung: Ist f ¢ U (also volletindig dissipativ und stetig),
po iat f integral veollethndig dissipativ.

Bgweis: Die Approximation des Integrals Ln f{zx)h(x)dxz
+

durch Riemaansummen liefert die Behauptung. .

5.7. Satz: Ist £ ¢ L™ integral vollatindig dissipatirv, dann gibt
ea ein |Lg th: lt:]- mit f -.I'.'l:u} fast Uiberall und umgekehrt.
HBewels: "e=a": Folgt mus 3.6, und 2.5.

"axt: Sei Az (O[6]))=C definiert durch
A, Z(b)> 1= j;. n(z)f(x)dx .
+

{ A ist wohldefiniert, denn sind g,he® E]) mit L{g)=Z(h},
mo gilt:| 'L. f{x){h-g)(x)dz|= ¢ | Zin-g) i|_= 0. )
+

A ist linear und stetig bestiglich [ [, was unmittelbar

aus der Definition 3.5. folgt.

A ist besachrinkt durch die majorieierende Eonatante ¢ .

Da nun mach 3.4, £(8 0 B])) dicht in € [ B]) liegt, gibt es
gine eindeutige stetige Portsetzung von A auf "-f"'ﬂii E:J =
alie heifde i % .

Haeh dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es ein |i € “‘u[ f#_]
mit A, = Iﬂ" glz) Wlax) fur mlle ge &0 K},

+
Definiert man nun B ¢ {'E'ui Hf}]* durch

<B,&* ==‘IE|' (f{x)}=LiL){x)}glx}dx fir alle g¢ 2| H?_‘.l, dann
* :
gilt: 216,.: g®) =0 Es folgt: B={f-L (U ))A =0, aleo ist
¥ 4

fadl ]l ) A= fast Uberall, wobel ) das Lebesguemal auf Ly

bezeichne, d
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Daraus folgt aun unsittelbar:

3.8, Bemerkung: (i) Jeds integral vollstlindig dissipative Funktion
bealtzt eine atetige Version.
(1) Ist £¢ U, so gibt em win L€ My( B]) mit L(U) = £,
[ (1) wird noch im Paragraphen & Anwendung finden.)
Der Vollestiindigkeit halber sel noch die Injektivitit der
Laplacetranaforantion auf dem Haum der temperierten Diastri-
'h-u"l'.j.unp[r]l.uf Fl: gezeigt. Dasu brauchen wir noch einige Vor-
bemerkungen:

3,9, Definition: (1) Iat (7 €™ oin offenes Gebiet, so bezeichns
I{ﬂ} den Aaum der holomorphen Punktionen auaf ';_i’ .
(11) Sei Ginf 2 ¢ €] Rez ¢ I’I.:} und § das Inners won 4 .
{141) Aaf dem Raum der temperierten Ilintrihutiﬂnanﬂlg.uf H:
sei mit E[.t}i:}::- <A,exp_> flir alle = ¢ G die Laplacetrans-
formation durch .M—I-I{H:mnf[j.]l E: (fir alle temperierten

Dimtributionen A auaf H:’.I definiert, wobel fiir alle z ¢ @

=CE,E* orkliirt sei.

BEP, ! Fl:-'—h'ﬂ durch m'.pE[:] fee
3.9"., Bemarkung: Fur eine temperierte Distribution A auf -Ilf ist
i (A)E IIE} und stetig fortsetzbar auf 0.
3.10. Bemerkung: Ist £ ¢ () mit flgn =0, 00 lot £=0.
Bewelig: Kach einem Satz aus der Funktionentheorie verschwindet
ein h¢ A((2) , wenn {)] ein offenes susanmenhiingendes Geblet
in €° iat, und e8 ein bE [} gibt mit B| Qlue %) = 0 »
(Giehe J.Dieudonné:"Foundations of Modern Analysis Vol.1™ K.T,
1969 (9.4.4).) Da E ein zusasmenhiingendea offenea Gebiet in

€® it und fiir ein ¢ #(0) mit flnl'ﬂ fir alle £ > 0O

£

auch I:EH{E?+ I1:}= 0 ist; folgt die Behauptung. O

=) giehe dazu auch L.Jantscher :"DMetributionsn® Berlimn:

de Gruyter Kapitel IX und XI ,
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Satz: Die Laplacetransformation ist injektlv puf des Raum
der temperierten Distributienen auf H, .

Deweis: Ea gilt: E{Miﬂ: = LA} .

Da die Laplacetranaformation £ auf dem Raum der temperierten
Distributionen auf Ht gin Tektorraumhomomorphlssus ist,
bleibt za zeigen, dad aus £ (A) = O folgt, dad A = 0 ist.
Sach 3.9, folgt, dad mit < (A) = O such -?I:i]l = 0 iat und
demit auch jf{n}ti;l = 0 fur alle ¥y £ Y ist, womlt die
Fouriertranaformierte von A verachwindet. Aus der bekannten

Injektivitit der Fouriertransformation folgt schliedlich die

Behauptung. 0
Bemeriung: Da der Raum der temperierten Distributicnen auf

BY such den Hgum der beschrinkten Borelsmafe auf K (bis
auf Imomorphie) beinhaltet, folgt, dad die in 2.4. definierts
Laplacetransformation injetiv ist, und eine nach %.8,(14)
guf U definlerte Inverse besitzt,

m& L 21 Fa i1y ni
Disgper Paragraphen dient der genaueren Einordnung der voll=
atindig dissipativen, stetigen Funktionen.
pie zupdtzliche Definition der integral wollatindig dissipa=
tiven Punktionen liefert zusammen nit der Demerkung J.B.
sin weiteres Hilfamittel fir die Beweisfiihrung im Paragraphen
6 .
Die in 3.2, bis 3.4. sufgefihrte Eigenschaft, dad & (4} inm
E{JH:J dicht liegt, ist eine zwar bekanntej aber mir iat
binlang moch kein Bewels dazu aufgefallen.
Die Injektivitit der Laplacetransformation interessiert in
diesem REahmen nur am Rande, aber diese Eigenachaft sollte
dennoch bemerkt werden, zumal ihr im Paragraphen T noeh elni=

ge Bedeutung sukommt.
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Der Eepel P, seine Basis M, und deren Extrempunkte
Dieser Paragraph dient vornehmlich der Beslimmung der

Extrempunktmenge einer Basis des spitzen Kegels Q der
stetigen, dissipativen Funktionen -uI'H: modulo Qil=4 .
ihm liegen lediglich die Ergebnisse des Paragraphen 2
{ und in Batz 4.4. auch noch der Satz 1.11. ) zugrunde.

pefinitions (1) Pi={fe q | fMe B} ,
(14) M = {f ¢ P | (1) = =17,
(dabed sei T := (1,...,1) € B] s '

Bemerikung: (i) Fir alle £ € Q gibt es ein Feg Pund ein cf B
mit £ =T + ic .

[1i) P iet ein spitzer konvexer Eegel, M ist eine Basie von F.
(411) B ist £ ¢ M genau dann, wenn fur alle x § H:

Ref{z+Tig o] =1 Ref(z+T) = = [of =1 und IIﬂ{x;ﬁI = |d ist.
Beweip: (i): Trivial.

{(11): Aus 2.7.(1),2.12. und 2,1B. folgt, dad P ein spitzer
koavexer HEegel ist; dad M eine Bapie ist, folgt trivial,.
(414): Folgt trivial mus 2.21. O

Gatez: Die Extrempunkie von M liegen unter folgenden Funktionen:
i .
(1) I, = lii fir i{{ﬁ,,..,i} { 11 sel dis in 2.1T7.(14)

singefihrte Funktion mit y¢ B , e, die Einheitsvektoren
aus B® )
une 18 Ty
-
o Bezpz -1 = de - ° "oinl g, g -
"ui:l f‘*ﬂ1 1 _ -—l::r,s.}:ﬂ_uﬂ r E -rT {-:ITi]ﬂ
und z € B - {0}

Beweig: Ist I € M, po gibt eo nach 2,16 ( fur 8 = 0 )} fur
m -

mlle y ¢ B, ein ag [0, 1]mdt i-f?iarfirl € 3 und

II - nrf{r} E Q.
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Damit ist H:; = f-1 gty flyhiluii'tﬁﬂ—a A7) € P und

i, i= f e, fly)- unl;f{:.rr'ﬁ—a fiy)) ¢ P fir alle y € ky .

Ln iut[l.ﬁralllir{lln :E‘——lih'. n::l )

Iat nun £ € M extrem, so folgt aus 1.’— —IiE +H ]I. da@ auch

4 -
.:1" K'_-‘
es ein |, ®0 gibt =it Mt = E_ .

extrem im spitzen konvexen Kegel P liegen, und dab

Dam heilt : u f= £ - 8,  fly) - Lll{f{jm—u flyl)

Setet man T ain. a0 g;lt fur alle y ¢ 00,

p.:r- nrﬂar{r}-ﬂuf[;rﬂ'] .

Setzt con nun oben dieses |.Lj, ein, so gllt fur alle ¥ € H:
(1) {&Iﬁaf{:.r]—ﬂaﬂr+ﬁ:li' - I:lr-a Ref(y)= ~iImfl{ysl)

Sptzt pan darim O ein, 80 gilt fir alle ¥ ¢ FL

(2) = M[:!I{Hfm]l] - £l0)Ref(yiT)efly)-1Inf(y+T) .
Hehaen 1r;Lr nun im folgenden an, dag f{0) £ =1 ist. Den Fall,
dad f(D}s=1 ist fur ein extremea f ¢ M, behandeln wir an Ende
diemes Deweisea und =zeigen, dal er gar nicht auftreten kann.
Sei aleo f£(0) £ =1.

9o ktnnen wir in (1) die Glelchung (2) einsetzen und folgern
fiir alle 7 € [l i

{Im‘.lH:l‘hu'ﬁqr:t:}-u-f[::ﬂ ~[14£(0) JReflysi))S =

= {fr-ilnf{:wﬁ]h*f[ﬂ]}— £l0)Refl yT)=1{y) +ilaf{y+T)

===

(f(y)=£(yTIIe = (+r{O)}Ey - (o) E{yTY - £lx) .

Betzt man nun X ¢ E- und :;+?' ein , &0 folgt Tir alle ¥ & l!“
lﬂ:]-ﬂImHI{:ﬂ-ﬂﬁ_ﬁ] = (f{xey)-flxeysl ) £{0)= -£(T) .
Da nun f-fp die Dauchysche Punktionalgleichung erfillt, stetig
und wegen 2,9.(11i) beschrdnkt ist, gZibt es ein = € El. mit

(3) f=fp = oxp, (£(0)+1) .

andersraeits ist nach (2) fir alle ¥ € H

a Ref(y)(£(0)+1) = (£(0)+1)Res(ysT) + fly)= £lx+T)
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= (£{0)+1)(Ref(y+T) + g FeE2y
weil mun £{0) 4 -1 ist, folgt fur alle y € B :
(3 8) agRef(y) = het(ysf) + «™V+57,
Mit der Gleichung (1) heilt das fir alle y ¢ &) :
(ReflysT) + o™ _ Rer(y+T))r
= 1, = Ref(y+T) - ilmf{y+T) - s
==
(4) o~ FeB2¢ £, - tiyeh) - L
Nun wollen wir die Extrempunkte von H explizit berechnen.
Dptu bendtigen wir folgende Fallunterscheldungen:
i.Fall: ™ =z = O "
Es folgt aus (3) und (4) fur alle y ¢ K] :
f = f!.’ - ﬂjfﬁ -1 = f: - fly} + £(0) , woraus felgt, dal
f - £{0) linear , ungleich null ist oder verschwindet,
Wire £-f{0) = O, mo wire £i0) = £{T) = =1 , was wir susge-
schlossen hatten.,
Also oul f - £{0) linesar und ungizi:h null sein,
Andererseits folgt sus den Gleichungen (3 &) und (3) , dad
fiir alle ¥ £ H:
a kef(y) = Ref(y+T) + 1 = Refiy) - Ref(0) iat.
¥it 2.16. ( und der Definition dea a, ) und 2.T7.(1i) folgt
fur alle @€ [ und ¥ ¢ HT
e'f2-£) + Refly) - Rer(0) = e'%(£-£,) + a Ref(y) € Q.
Setzt man nun 0 te—argl{f(0)-f{y)) ., =0 folgt mit 2.7.(1i1),
dad |[f(y)=£(0)| = Ref(0)-Ref(y) ist.
Da nun v £ ﬂ: beliebig gewdihlt werden kann, folgt, dal
Inf{y) = Iaf{0) = Imf(T) = O iat fur alle y € B] .
Damit ist Ref = f .



ba £ = £f{0) linear, reell und nach oben beschrinkt ist, gibt
®3 ein a ¢ B, 80 dab f = £{0) + 1 inst ( wobei 1_die in
217.(11) definiertes Funktion sei ) .

¥eil sowohl x == f{0) wie auch 1, disaipativ und atetig iast,
mull f = 1l sein, da f ¢ H extrem sein soll,und f{D) # =1 imt.

=
Izt nun & = (&,,...,8.) , 80 ist 1_ = .]E=1l'11*j [ = wobei

e, den j-ten Einheitsvektor in K" beachreiben soll ) .

Aup der Extremaleigenschaft von £ ¢ M folgt nun wieder, dab
f= _'L‘r pein mul fir ein j¢ {1,*;.*,-} "

Damit kommeén wir zus

2:;Fall: "z JO "

Aus der Gleichung (4) folgt fur y =T :
g TIE £ - 2(2°T) - I=--:'i"'.:::;a-

= F.I'.-+ T - (257 - '_ﬁ':n}‘ 1

= e e ENL(0)41) - ST I,

- Fo FlD)e=<TvE>

Dae bringt uns unmittelbar zur Gleichung
(5) (1- a<H®r L p gy o o<iExg

* 1 .

= exp_(£{0}+1) = 1 = n‘{ﬁﬂ}ﬂﬂ} .

s}
Int nun t € T mit t = "'..E.':J*lF'I ¢ B0 gilt wegen der Disei-
J=1 J

pativitit vom £ :

0 = Re J':l.:." cjﬁrjﬂl-u"‘;ﬁﬁ]
=1
- it-;E'I‘HI'.H_“J"'}HENHj - - q":—i‘*“}ftﬂ} )
-

= Re{t(s)(F{O)+1))= ¢{0) (14 u‘f?-ﬂ‘n-rmn '
Daraus folgt fir alle t € T i
(6) Relt(z}(£(0)+1) )= (1+e~<Tr22Rar(0) ) 4(0) .
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Zur expliziten Daratellung dieses [ zeligen wir zusrst

folgendes:
LT, 2>
Iat arg(£(0)-2(T)) = 8, so dat |1(0)=£(T) | —2err—
1-= r*Seoad

Sai t:'ﬂ € T fiir n ¢ i eine Folge , dis gleichmddig gegen
ein atetiges und beschriinktes € konverglert, fur welches
%(0) = & ¥4{z) = t 1nt, mit D=arg(f(0)=£(T)) (wie sum Bei-
gplel in 2.19.), 8o folgt, wenn man dieae t:.*n in (6] ein-
petzt und n gegen s gohen lA0t:

e"18(2(0)41) = |fl0)#1] = 1+eST+ B her (),

‘Zudem gilt: Ref{0)+1 = |£{0)+1|cosd , woraus folgt, dad
Ref(0) = |f{0)+1 |cosd-1 iat.

Beides zusammen heldt dann:

| f{oi+1] = |-u'€ﬁ5}+|f{|:l‘.l+1|¢unﬂ 1'{?—' 2> was zelgt, dad

—Ey 2>
_i=8
| f[ﬂ:l.l.ii - 1_.""21!. :':].I'."I:II:E

-

Das heilt, dad es ein h¢ (0,1) mit 1:{D}l+lj--ir'—1;-:§.?=}—£ .
= T

Mit (5) gilt dann:

—E B - -{'—'i'.l'-:!"
f{x)] = (& = (f(0)+1)=i=e ﬂn”.l_ﬁhi.ﬂ-
= h"ﬂ":‘}Ef[ﬂ]H}-H&'{T"}- e'ﬁ""}{f[ﬂ}*ﬂ]

I: F 'Lﬂl: --ﬂ.I. I}___E"ET* F}:I i -ﬁ-l:r?-' >

N = '{ﬂﬂggﬂﬂ.
- PR s

— Fn“{l_a'ﬂ-n-ﬁ.'”]" ‘__{}1.1;““ -1
o8 =2 2>, -i'_ﬂ-"'}

sind _ 4. =
? 1—&"'-?*3}“-# . F” ik
Da f £ M extrem sein sell und f£-1, folgt: I{:: 1 .

ist.

1
Jmg=<Ty 2>
- i ""5#!5} 3

Alec ist £ = £, TUr ein = ¢ E:-{D}undﬂfﬂ-,
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Es blelbt noch zu zelgen, dall edn £ € H nit (D) = =1 nicht
extrem in M liegen kann.

Nehmen wir alse an, £ € H sel extrem mit £{0) = =1 .,

Es gilt zunlichat, dal f#-1 ist, denn sonst wite

f = %”w-.-ﬂ..l'z + £, nja) TUr ein z¢ RY mit =40 .

Alao gibt ea eln ¥y ¢ ({0, =)™ mit fiyglf=-1({=da £ atetig ist).
Sel ?T-EE%""'iE4. £ H: » wobel y=(¥,,.u.,5 ) 1ot.

lr= H$ ——i=H: gel der in 2,23. beschriebene Automorphismus
maf B , Ay i= (4 )7 seine Uskehrabbildung.

Wegen 2.2%. lat f-AI € 49 , und wegen 2.18. iat RHef(y)#£0.
Daher kinnen wir Pr=={f"r - iIl!fllI{?ﬁ}::E;%Tij- £ M aestren.
Ba gilt : P,Eﬂ} = (=1=ilaf(y) =5 7 £ =1 .

Hehmen wir nun an, F_ wire nicht extrem. So gibt es L € (0,1)

¥
und g,h € M mi% |lg + {1‘ll}b = r} und g,h#F
Hit den gleichen Argumenten wie oben, gilt :

heds -ilmhedg(T) :

¥

. & *15. = Tmgs "'j-{-h

L E N und Hy:= =
¥ ~Regedy ) ¥ -ﬂahu}f’ﬁ .
Auch gilt, dag EI:- |1tﬂ*5'1ﬂ{?1};:;;ji;??€ € (0,1) 1at, was

aicth leicht anhand der Eonvexlineardaratellung won F; (=oetst
man dort i-lgf?j ein=) und 2,18, wverifizieren 1E0t.

Damit heiBt das, dad ﬁ{:j, + {+-ﬁ}rur? = f ist, wobed Gg,Hed f
ist, wan ein Widerspruch zur Extresmitit von f darstellt.

Also mal auch E}_E M extrem sein. Dm nun rr:u} £ =1 ist,

mud sich F_ = fi.ﬂ fiir ein & ¢ H: -{n}unﬂ Bg rT-{P} daratel—
len lasaen, da auch rrlﬂ}iu imt.

(Dles feolgt unmittelbar aus dem vorangegangenen notwendlgen
Bedingungen fur die Extremitit wvon £ ¢ M mit £{0)4 =1 .}
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Forhy 'tlnrf*‘ﬁ{Tj
~HeF, -nj,n:' n

Hun ist aber f = = 1’{:],ﬂ , unmd damit

WATE f{ﬂ} - IA?{EJ.EW} ‘ =1 &

Eesumierend 1HEEt Bich sagen: Iot f ¢ M extrem, ac iat f
unter folgenden Punktionen: fg ; f:,ﬂ wobel j ¢ {1,...,:}

and = ¢ ) - {c-}. B g (=t,1] ist, 0
Bezerkung: DPer letzte Tell des Bewelses = der Fall "f¢ M

ist axtrem und f{0)==1" = gestaltet sich allein deshalb so
zlih, weil = wie lelicht zu sehen it = I&?:n punktweise gogon
=1 geht flir n gegen ==

Damit Ubertragen sich alle Mathoden , ®ine Darstellung der

f ¢ M mit Ref{0) = =1 und f extrem zu finden, much auf f=-1,
Da nun die Gleichungen (i} und (i1) im Beweis ®ine tragende
Aolle haben, lassen aich diess nleht mehr anwvenden.

Deshalt multe man die Automorphlsmen 13 gur Bewelofilhrung

hinzuzishen.
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fy.84, Satz: Die in 4.3%. angegebenetn FPunktionen

(i) félf tm l‘.i mit ] ¢ {_1,..-,:-} und

10 ~<2, o aing
(14) £ . t= 2 8Xpg - d-d& 7 "800 9t 26 R = 40} und
¥y H = e=%% ¥ gond . * {}

8 TTiam (=, 1)
aind die Extreampunkte von M .,
Bewels: 1. Zuerat werden wir zeigen, dad alle f:.tll und 1‘%
flir alle = § II: - {ﬂ}un:l J=lyeae,m extrem in M liegen.
Dazu brauchen wir noch folpende Zwischenbehauptung:
Iat £{0) = 0 und f disaipativ, 8o 18t f fast positiv defimit.
Bewelis der Zwischenbehauptung:

n
Beien o, ¢ B und x_ § ™ fir j=leeeyn mit S o, =0 , B0
i i * i=1 4

]
igt wi=s = @ 0.8 i mit w(O) O und v = 0 .,
L E Y © )

Somit ist |, -v € T .
n

n
Damit gilt: -Re = g . flx +x.) = = = _o . fix +x. )= 0O,
e s TRLIE S o el e

well nach 2.14.(11) =it £(0)=0 Imf=0 identisch iat.

Aleo iat ein sclche f fast positiv definit.

Sedl |1.1.i.||'|:'-i',gI oder I = f:.ﬂ fir ein j {{|,.+.,n}¢d¢|¢
soel- O

Nehmen wir nun an, es gibt ein || ¢{0,1) und g,h g M mit

pe + (1=pih = £, ao iet g{0)=h(0)={0)=0 (wegen 2.7.(1i1)}.
Wegen der Zwiachenbehauptung sind f,z,h ¢ K (sishe 71.8.(141)).
Haech 1.11. liegt aber f selbat extrem in K, wonach aus siner
solchen Eonvexlinesrdarstellung von f = || & + (1=|L)h folgt,
daf f=g=h iet.

Das heiBt, dad f, o und f} fur j=t,...,m wnd z ¢ ) - {@
extrem in M liegen.
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2, Jetzgt werden wir die Extremitit wvon f:.ﬂ geigen fir alle

z ¢ K= {0 uwd 0¢TT - 4G} .«

Sedien dnfur im folgenden & ¢ BT —{0} una 0 TT -{0} beliebig,
aber feat. '

liehmen wir nun an, es gibt ein |l € (0,1) und g,.&8;€ M

mit [lg, + [1=—H}EE = 1'=1J:i -

Getzen wir der Kurze halber Byi= f:.ﬂ'

Es iet zu zelgen, dab Ey= B3 B3 iat.

Wir versuchen dies dadurch zu errelchen, dad wir diese Funk-
tionen gemil 2.16. so " drehen " , dal gich der erste Teil
dieses DBewsises anwenden liiét { siehe 2.m. ). So bekommen
wir eine Daratellung dieser g, und g, , die letztlich nur
noch von deren Werten in O abhiingt ( siehe 2.b. ). Hit den
bia dahin erarbeiteten Gleichungen (1) bis (7) felgert =man
gchlieBlich, dad 8= Ea= By iat,

Aug der Konvexrlineardarstellung von i folgt schon mal wegen
2,7.(141) und 2.14.(i), dab g, und g, beschrinkt sind,
Betzen wir nun gemid 2.16. fur j=1,2,% wund fiir alle ¥ € i

*
M -lE -
EJII._ " Egj EEJ}F}+aerHaf[3] £ § wund

D = 'LEJ:I:F-E.LIHEHF:' € Q , wobei By y€ [0,1] ist .

3.7
Damit gilt fir alle y € R,

-8, _
Hey,y * (1-liCy 5 = o {EE {Eﬁ}r} ‘e € Qund

LLH1'E - {1'Ii]DE¢J = [“ﬁ}r - Sy £ Q@ , wobel

g, i= Re(pla, & (¥} + (1=l)a, (&(r}) 1at,

P I
Wir zeigen zuerst einmal, dad o = Haﬂj[;]—ij“l_—ﬂrr
¥ Tt g TR

=¥y T

- -_ iat.
j-8=% i »E20pal

Ea gilt zuniehat einmal, dal E_lﬂigj-Isjir} + @

¥ £ G 1et.



- 4% =

Also ist nach 2.7.(114) Rnh'”[.saw}-a-j!ﬂ]} + ey = 0,

=y EA -1

L int.
§ - -"Tﬂ 22 nai

wvomit e = Ha{a_in[er}{ﬂ - EJ{DJ]‘J =

Andererseita ist ':53}5' - € Q .
Hun gibt es nach 2.19. eins Folge (t ]n ¢ ne< T , dis gogen
ein stetiges t konvergiert, fur welehe t(0) = [Jt|_ =1 und

tle) = e -18 ist. Sel nun I: fm ;_.=_‘:' ﬁ“rjglpln. ; Do mal

T,
Re ;..':.:-.'11 e yBsiyex, o) - %,(0)e, = © ?:m fir alle n ¢ § .
i@ -<y, 23 =% +53 108
De pun (&) _u_q_x.u..q_#_x iat, folgt
3y 1 = a=<T,2>¢cpal .
daher fir n gegen & i
10,-105=<¥ B _y_1~<T1 2240

Re{ Z -a } = 0, woraua
i = ﬂ-{ﬁ,: E}Qg}uﬂ ¥ '
—EF 2 B |
folgt, dad B, = -t 1at.
o ¥ 1-&"’5:'?; E>conl
Zupammen folgt alsc fir alle y € HT i
t EE

st Regy(y) ~feer—
= "":?5} I:ulﬂ 3 1= +52 coalb
Dmmit ist u:r eindeatlg festgelegt, woraus fir alle § ¢ E:
aus dem Vorangegangenem folgt:

(1) e + (=i, o und U0y o o+ (1= [0y o o= Dy L.

“3.x
Weliterhin gilt mit dem oben Errechneten fir alle y £ HT:

= -{J.'ﬂ B -
3y I=a=~%<T:23c080

{5) D = e~ F B ailezn, - 1) - --r:'F":.::. 5 inp '
}'I 1 - .'-":r'- ':}ED.E

145

Aus der Gleichung (1) und (2} folgt zusammen mit 2.7.{1ii),dad
0, (0} = ReC, ,(0) = Rely (0} =0 fiir alle y ¢ R, ist.
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Also ist fur alle y ¢ B ( und j=1,2,3 )

(4) Rele'(g (0)-gy(y)) ) = = &, Rea,(y) .

Weiterhin folgt nach 2.14.(11), dad fur alle y ¢ K, IaC,
konatant ist , was heidt, dad (fir j=1,2,%)

ta(e™ (g ~(g,),) ) = 1a(e ™ %(g, (0)-g, (7)) ) tat.

Setzt man darin nun x ¢ B} ein, o folgt fir alle y ¢ K, :
Im(e™ (g, (x)-g; (x+y)+g(y)-g,(0)) ) = 0 .

Damit oul lm[i'iﬂ:gj-giiﬂ}] ) linear sein.

Da g beachrinkt ist, wird es verschvinden mlissen.

Also ist fUr j = 1,2,3 Iu{a'iusiJ-lntn_iﬂzjiﬂlJ-Ihlﬁ'iﬁﬁif??}
= 8ink (= weil ja EJE K ist ).

Damit gilt fir J = 1,2,3 !

(5) Imgj*nuuﬂ - Hugi-liuﬂ = nind .

suae 4

Nach (2) gilt nun 1 Htﬂ}pr = T:i:z?f;;;;;au-fa_ﬂ ¢ welches
nach dem greten Teil des Beweises in M -und danmit in P - extrem
liegt.

Damit gibt es fiir alle ¥ ¢ E:: ein I‘J':l.:l' =0 mit

K,y fz,0 = BeCy 5 ( fur J = 1,2,3 ) .

Hach (4) und (%) ist fir alle ¥ ¢ H:

= H-i='1ﬂ{gj-tgjJI]+mjlyﬂt{EJI:}J

= q’i“[sj—isjir451Er]-sJ{uJ ) ( fur j=1,2,3 ) .
Damit folgt fir j=1,2,3 und alle y € R ¢

HH:J;.‘F

ig
(=) gy = [si}rﬂjim-sj#ﬂu I"I'j..rfs,.ﬂ N
! -
= Dy, ytest0)- {1-ny  lagly) 4 F‘J-a‘{_fll;fﬁﬁfES*‘ -

Nun gibt es nach 2,19, eine Folge (%) e =T die gleich=
mEGig gegen ein atetiges t konvergiert, fur welches #(0) = ﬂt”_
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und t{z)=e"18¢(0) 1st. Sei dabei der Kirze wegen £(0) = 1.

Tn
Sed nun % 1= = @ eXp , B mul wegen der Dissipati=
BT gy ek TRy
Tn
i d
vitit von Dj:-:l-’ und g, He E “n,l:nj,z.rhn,t:' = 0 wun

rn
Re = o, 18(x, ) < 0 sein firalley¢ R, und j=1,2,3.

Kun gilt aber, dad fir alle n ¢ B und y ¢ K

Ll _ e*Be (e) - tal0})
ke é “n.rgs{‘n. ) = Rel | —e=< T s E a0 I uad veawn (3)
= P s bt Ut N CY R (0D
Ae E§$ n,X 3 I{Iﬂ t‘ = Rel - 1'ff:ﬂ}qqgn )} ist,
Tn
folgt, dad id;-'h E “mhf'j':"n.x:' = 0 und
I'n
E..-L-;.H'E n,k } I[Iu* 1] =0 1iast.
Aus ',LE-I'”:"'I-.-L:'EE"Ej und (1) folgt damit auch fir j=1,2 ,dal
I
ij..'.-.mé Cp,k84( %y, ) = 0 und ﬁi’-“i en kDy, 70T, k) = O
imt,

Wendet man diese lberlegungen auch auf die Gleichung («) an,
so folgt, dad

T
0 = lim Re é Sq, i Py, y (%, ) ¥Reg (0)=(1-a, IRes,(r) )

n.—-“
Tn —<Zn,krE>_ ia

* lim Re =00 5y, T R )
1 = casld

- r{_ﬁi}

Also folgert man fir alle y & E: und § = 1,2,3 1
1 = eosd

= .7 | = q—ﬂi,ﬂ}

= Ita;j[ﬂ]-—ti-nhrj:ltngdt;}-l- u.j ]

= {1—11'3115.5;:1}-1-'[:51‘[0} § WOTAUS

wegen 8 # 0 folgt, dab fir alle y ¢ B, und j=1,2,3

=T e
=8 il ] - 18t

H de¥™ | = cosl
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Mit der Gleichung (%) heiBt das fur alle y ¢ K, @

i1
(expz 1]
6y~(5;) +64(y)-g;(0) = {l:"ﬂj’y}HﬂEJ[I]'H-EJWHL1_ o

Mit dar dlelchung (4) und (5) felgt:
£5-lay) e,y ly)-g, 0]

10
= (Reg(y)-Reg,(0)=e"""(g,(y)=g(0)] ) e - il

Setzt man darin nun X ¢ H: und fir ¥ T ein, s0 gllt fUr
jw1,2,5 &
gylxT) g, (0)=g(x)=g,(T) =

Ra 0)+1}=g"0

1 = <Cos (1-a—%127)gl0,

Setzt man andererseita | und fir y ein x £ E: elin; @0
folgt fur j=1,2,3 :
8y (xiT)4g (0} =g (x)=g, (T =

Ra - a—id 0

1=Co5

( 1-a=<T? e T

Zusammen gilt fur alle x ¢ B, und j = 1,2,3

(Relg,(0)-g;(x))-e (g, (0)-g,(x]) jelB(a—Te®_y)

- [RHEEJ{D?+1]+t-13{gjiﬂ}+1] Jeif( e 182 4] | worsus folgt:

(6)  Rels;(0)-g;1x))e™ P(a"T8211) — (g, (0)-g,(x) e
- Hat.;jil:h:'l-!]aiﬂ[i{l*"}-ﬂ - {Ejfﬂ}'+|]fﬂ_€x'l}-1}

fir alle x ¢ R, wund fir j=1,2,3 .

Fir den Realtelil heilBt das fir alle x ¢ Iﬁ und j=1,2,53 :

(cosld = 1}1ﬁugj{ﬂl-ﬂtsj{ll}[E'Eﬂﬁ""ﬂJ

= (cas8 - 1)(Reg (0)4+1) (&7 F+57 4)

Sehliefliah liefart disses zusammen mit (6) fUr 3=1,2,3

{ ,;jiu]-- £; ;Ilia":-ﬁ'ﬂuﬂ = {EII:I.‘.I] + 1JEuip= = 1), wOEmiis
BXpy — | _
(T) ) HB-{‘F:;-.}EEJ{M + 1) + 5J[D] = gy folgt .

=T, > 41
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E-h-
Bemiint man nun wieder die Folge I:ln}ln £ W - T , die gegen
ain stetiges t gleichmifig konvergiert, TUr das t{0) = "1". = 1

18

und t{z) = e iat, so folgt,wle wir es schon einmal in

Tn
diesem Bewels gesehen hatten, dad mit tn* EE% En.kﬂlP

n,k
T =18 _ .
} = Rel—2—=L (g (0)+1)4g,00) ) = O
e Caay ) = B Tl 0

ist Tfir j = 1,2:;5 -
s folgt damit, dad fir j=1,2,3
Iﬂﬁj[ﬂlninﬂ + (cosd-1)(Reg,(0)+1} + El—a'{f:zhlﬂag}fﬂﬁ =0

ist und daraus :

Ingj[ﬂ]ai.nﬂ + {cosl = E.eﬁ:':"}ﬂlgj[ﬂ} = 1 = ¢oab .
Zusanmen mit der Gleichung (5) liefert das ein Gleichunga-
ayatem ; deren einzige Lidsung lat fir je=1,2,3 :

=Ty ing cosl = 1
(1 ,,5'.}1 B =
Imgj[ﬂ] = -:":ﬂl}eniﬂ s Hugiiﬂ] - jmp=ST s E2ong )

Hit der Gleichung (7] folgt dann, dad fir j=1,2

q:”lm.“ -] = iu-r‘-ﬁ ==JI1:|:.i.l!lﬂ-

™ - = I imt.
EJ 1 = ﬂ-[.-j’;l}mnﬂ 53 =|n

Danit wire letztenendes auch bewiesen, dab Is.ﬁ extrem in
W liegt fur = € Ky - {0F und 8€ 7
Zupanmen mit dem Satz 4,3, folgt daraus die Behouptung.

O



zum Ende dieses Paragraphen wollen wir noch eins Abnchi teang
fiir alle £ ¢ M liafern 2

4.5. Lemma: lst f ¢ M, so ist |fix)] s 2(3+[z] ) =: six) fur alle
EE E: .
Beveigp: Sei mix) := max {I:_.Il ] =1 sua,e } fir x¢€ H:
und W 1w {I[ B, | =izls l'}.
Fiir alle x ¢ R, gibt es ein & ¢ ¥ mit | [m{z)] +1)% = x
{ dabei bezeichne E] die Gaul= Klommern ).
Andererseits gibt an fiir alle y ¢ ¥ ain F ¢ B mit y+F -1,
wofir mit 2.13.(11) Ref(T) = Ref(y+¥) = ]E-H-I{r:l und schlied-
lich -2 = Refiyls 0 1ist.
¥un gilt nach 2.9.(i1) die folgende Abachiitzung fir x ¢ B :

| £0) = £(x)] = H(o)-1( [m(z]] 2+2)] =| hﬁnmu:-ﬂhﬂmﬂ

= ["@ |f{ek)}=2( (k+1) k) |
k=0

z
- -Ref(®)

< (| [mix] +1)-2

=( [ +1)-2 ,

Weil nun |f{0)+1] = 1 ist, folgt damit, dad [r{o)] = 2 ist,
und somit gilt [f(x)| = 2(3+|d ) = alx) fur alle x¢ A} . O

87 ZuE &n
Dieser Paragraph stellt in dieser Arbelit das Kernatiick.
Die Siitze 4.%. und 4.4, liefern die eigentliche Grundlage fur
das Theorem 6.9.
Die Wahl der Basis M in der Definition 4.1, iat - wie im Fara-
graphen 1 = durch die Umginglichkeit des Eriteriuma *f(T)=—1"
bestimmt (vgl. die Bemerkungen zum Paragraphen 1) .
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Die schwach = & = Topologis

In den bisherigen Paragraphen haben wir sine Darstellung der
Extrempunkte der Dasen K und M bekcomen. KSnnen wir jatet
zelgen, dad diese Mengen kompakt und metriaslecbar aind, s
kiinnen wir mit dem Satz von Choquet { fiur den metrisierbaren
Fall) eine Integraldarstellung der Punktionen aus P wund

Q erarbeiten. Dasu bedarf es einer Topologie, die die Koo~
paktheit und Metrisierbarkeit von E und M liefert. { Dnd dies
natirlich nicht durch die Topologie der gEleichmifigen oder
punktweisen Eonvergenz gewlihrleistet iat, 10t sich leicht

daraus folgern, dad '—’% fiir & gegen se nicht gleich-
e

milig konvergiert, beziehungasweise da8 der punktweise Limss

nicht atetig ist, obwohl diese Punktionen in K und M liegen. )

fur Erarbeitung einer geeigneten Topologie soll dimser Para-

graph disnen:

Definition: (1) Sei I c HT kompakt.

L'(I}:= { £ € L' | Trigerf = I bis auf eine Lebesgue-Bullaenge)

sel normiert dureh ||'||1 - Das System der Eompakta in ﬁ: iat

geordoet beslglich "g = ,

Sei L\ te L 1. u.mi.nd. (e, | i) definiert, alse der induk-
I ku.ﬁntt

tive , lokalkonvexe Limes der Ruume (L'(I},|l ”1} ;

(1) Bei I = H: kompakt,

L™ (1) sei der Banach- Baum der Aquivalenzklassen komplex-

vertiger wesentlich beschrinkter Punktionen auf I mit der

Karm u "" r 7 -

Sel I"ll;:- tm i é Eﬂpmj{l.-[I]. H ﬂ-l]! definiert, also der

I kompakt
projektive, lokalkoavers Limes der Riume (L™ (I}, || |, ’ L
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Bameriung: (1) Lﬂn = (B, .

(11) L].:: ist der Vektorraum aller Aquivalenzklamsen von
komplexwertigen melbaren, auf allen Kompakta in ﬂ: wament-
lich bescohrinkten Punkticonen auf Elf *

Eeweis: (1): Es imt L™(1) = [I.III:I}IJ' fliir alle koempakten

I E: « Hun besagt ein Satz Uber die 'i'upul.ngilu won lokal-
konvexan fbumen, dal dea duale Spekirnum cines lnduktiven

{ lokalkonvexen ) Limes liber seinen projektiven (lokalkonv.)
Limes den Duplraus des induktiven (lekalkonv,) Limes erzeugt.
(Siche dozu [6] § 26 Bats 1.2 .) Alse iat Lﬂc = (u' .
(ii}: Eine komplexweartige melbare, auf allen Kompaktis in HT
weaentlich beschrénkte Funktion f definlert durch

g —wf g :-Lm f(x)g{x)dx ein linearcs stetiges Punktional
+

muf I.-1,I . Iat nun T ¢ I-;m ¢ 80 imt fir mlle Kompakta I C ﬂfl

?|L1{I,'I stetig., Jomit gibt es ein £ € L™ (1) mit
<T,h> = II rI[:Jh[:Jdr. Tir alle h £ I.1{I:| « Und es gilt fur

alle Kompakta I,J C Ej :Ii (xna) = £1| (1ng) fast Uberall,
Wegen der Caratheodory - Vervollatiindigung der e-Algebra dar
Borelmengen auf H: gibt es eine Funktion f auf HT ¢ dle kom-
plexwertig, melbar und wesentlich beachrénkt iat auf allen
Kompakta in HT , B0, dal fur alle Hompakta I H: fl =
fagt Uberall ist.

Daher mul I = £ fast iiberall sein.

{ 5iehe dazu auch [5] Lemma 3.11. ) O

Bemerkung: Bei s(x) := 2(3 + |4 ) fir adle x¢ & .
Vie {g £ L1. I‘Lm lg{=)| a{x}dx = 1} ist eine O-Umgebung
e

1

in L' bzgl. der schwachen Topologie.
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Bawols: Wach S5.1" ist & ¢ L;;E » Woraua die Eehauptung folgt.
Bemerkung: {LILE' ﬂ-ﬁL;LE,Ll } ) ist ein separierter, lokal-
koanvexar Vaktorrawum.

2 = =]
Lemma: Sel M = { fe Ly | Fee 'ILU-“E fla)gl{x)dx|= 1}.
M ist o (In.

lnn'Li | = kompakt und = metriaierbar,

Beveia: 1. Hech dem Satz won Banach - Alaoglu ist
ol (Ly worli), 17 0%, L)) - kompakt wegem 5.2. .

Da nach einem Satz der Fuanktionalanalysis fiir einen topel. Vek-
torenum X und dem separierten Vektorraum X' der darauf steti-
pen linearen Funktionale, d4aB die von X' und seiner Topologie

+ ' puf X erzeugte Topologie o einen topol. Vektorraum (Xyo-)
erzeugt, dessen Iusl wieder identisch ist mit X' .

L ]

log

ldentiech mit L E; « hlso gilt Fﬂ’.Lf:c ist (L .Ld )=kon-

1 log
Pﬂktl

2. Die o (L5 Ly | = Metrisierbarkeit folgt aus der Absihl-

Fiir unseren Fall gilt ruan: Das Dual von {L: . ﬂ{Ll oI 1) iet

keit des L's definiersnden induktiven Spektrums (L' (1,00, ¢ B
mit I = x¢ B2 ]| |fl = n} und der Separabilitit der
Lt{lnﬁ. da in meparablen topolegischen Vektorriusen

gchwach = & = kompakte Teilmengen desa [ualraums schwach - =

- metrisierbar sind, { Siehe dazu such W. Budin: "Punctional=-

Analysia” H.Y. 1973 = Theorem 3.15,3.10 und 3.16 .} =]

Deme B -

Wie schon zuanfang disses Paragraphen bemerkt, bendtigen wir
diess topologischen Hilfemittel gur Erarbeitung einer Topoleo-
gie, in der K und M kompakt und metrisierbar =ind.

Die= Wahl dieser Topologie und einige der Ausgagen dariber aind

atark bewinfluBt durch die Lektiire ven [5 von N, Drues .
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Ba sltapmen wapentliche Teile des deweloes wvon 9.1%. oug elapr
Aufberaitung des Lemmas 5.1.1 aus [5] fiir unsere Anspriche.

Die liengo I aus 5.4. dient im Paragraphen 6 gur Einbeltung
wan 1 ouwl E .

Faksimile aus gescanntem Original Seite 54 / 86
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F & Die In aldarstell von FElemente
Mit den im Paragraphen & erarbeiteten Mitteln lassen sich
jetzt M und K topologisieren, und ea 1H0Y sich zelgen, dal
diese Mengen schwach - & - kompakt und - metrisierbar sind, -
Im ersten Teil dieses Paragraphen begchifflgen wir une =it
M, im zwelten dann mit K .

Befe Definition: f ¢ I';m: heifdt iptegral dissipativ, wennm fir
alle h ¢ L°, mit WL(ndll_ = <& (h)(0O) gilt, dad
ae,lri_ n{x)f(x}dx= 0 diat,

+

{ Diese Definition hlngt offensichtlich nur von den Klasgen ab.)

G.2. Definition: (1) » : L) x Ll—-Lrw. iﬂﬂ[:]:-‘Lmilr-ﬂﬂr]'dr-
+

[ Da.hui pel §: B™—= durch B g iz W und H|[R‘—HT ) te O
+

definiert.)
(11) o: Lip x Ly, —=1L7_ . (fov)(x) ==IE:f[:+:.rJ'[:rJdr .
6.%. Bomerkung: (1) v,w ¢ L‘II o VEW E I..“ '

(11) L(vew) = L(v)f(w) fLir alle v,¥ € I.-1, .

Beweis: {(1): Es ist leicht zu achen, dal

Irﬂ.gar{nr.r};{xqr | = ¢ Trigeriv}, ¥ ¢ TrEigar{-u-:l} und domit

kompakt ist.
(11) Es gilt fir alle v,w ¢ L, und z ¢ &) :
L(vaw)(z) = Bx-y)ivixle™ T * aydx

I-J;é& F-‘:{'E-FII'I':}HL;]T[I]dHﬂ.
= Z{vi{z) Liwilz) .

(Dabei ist zu beachten, dad mit der Tranaformation E£i= x=F
der Integrationsbereich wegen deg Ubergangs von ¥ zu w nicht

vergchoben werden multe ! ) O



6.4, Lemma: Iat f: ﬂ:—.‘-ﬂ stetig, so iet T genau dann dissipa-
tiv, wenn f integral dispipativ ist,
Boweidn: 1. Sel f € § ,nlo0 dissipativ und atetig,
Wir meigen, dal { integral diseipativ ist.
Sei b ¢ Ly, mit. £ (h){0) = |&(nll,
Sei I c R, ein Koopaktum mit Tréger(h) c I .
Ist 4 >0 und n¢ B® [ n= I:n.‘.....nll } . o definleren
wir dasu U} 1= {: £ ﬂ: | Vist,uuom ¢ '5'"15 [:Jlr;-E-l[niH]I} .
Iiese {UE I ¢ H®

weise disjunkt, und es ist lJ 'I:J'E' - a: fiir alle 4 =0 ,
n <

Da I komprikt iat; g.‘ﬂ:t en fiir alle & =0 eine endliche Teil-

m x H* mit u I .
enge Jic n{:'l-"l!':_ T o

Da f stetig ist, whhlt man nun flir ein £ >0 ein L =0 der-
art, dad fir alle x,y € U] |f(x)-f(y)|=E dat.
Weiterhin gilt nun fiiz y ¢ Hy:
L (h)y) = IE; his)e ‘:”'ﬂﬂu
HEE

F { nis+§ n)e=<! d-nva), ¥,
nelg U3
JEI:_E h{gq.;!n}' ‘:'ﬁl: n;ﬂ r}-':.:ﬂ-‘ﬂlr}-’ dn

nt 7

=tl’ E-::[Jﬁa],::’{;g_? h{n#n’.ln"ﬁﬂ";h':}]' de
nE

pind bis auf Lebesgue= Hullmengen poar=

Ds nun ar—rlﬁ{é_r"'a:l'j}atﬂtig int auf UE. gibt ep fir alle

er-H.T ein E!EU? mit

Z (hMy) = eWTm)a> [ =— pgednye <HnMr> 4,
g nEF

Wir setzen nun % I-_Ej-_: oXP 4 “I_-'ﬂ _Ir.l:l]'l[:t:ll.']:l.' "
el Uy

Damit gilt: < (h)(y)= o <WT=ay),y> tg (y) firy¢ BT .

Ds mun Tir slle y ¢ B o 6720002 ¢ (0,4] 1at, folgt:
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| & indiy)] = |t5[3':l| fur alle ¥y ¢ B,: s und damit gilt:
It I = £l = Z(B)(0) = t4(0) ; mlso ist t ¢ T,
Damit gilt fur £ :

H.-EL. tlx)n(x)éx = ReS | . n(z)f(x)ax
ne B3 U3

= ReZ=— ::anﬁ‘}}L mix)ax)+ ReEJ (£{x)=£{&(nsT) ) )0l x)dx.
|1E 5 EIE

Fir die erste Sunme dea letzten Eluiuhungatﬂln gllt, dab
aie = O ist, fur die sweite, dad sie = ¢ [ g =% g et

Alse gilt, dab ﬂe{m flzln{x)dx £ O+ £' ist.

Do mit £ auch g " beliebig gewdhlt werden kann, folgt, dad
f auch integral dissipativ ist.
2, Sei I integral disaipativ und stetlg. Wir selgen, dad
T dissipativ ist:
n
Bei £t ¢ T mit ¢ = Ecjﬂplj .
Fir e =0 ped U, 1= ﬂ”nt-._?'- ).
Fur ein A ¢ ﬂ' ael l die Indi.tntnrfunttlnn. von A

Damit definieren wir h_ leln {lj 1,{1;I g) ao int

1 B .
B € L, . Bs iat h dx = ;'..5'.__;1:1151:] e (D%, az) =p

(=im maBtheoretischen Sinne , wobel '!'x das Dirac-Ma@ in x
- 1=

sein mell), Also ist L) = ZLing) = |4 (5 g ax) .
Hun ist {{%}111] dz) ein Wahrscheinlichkeitsmal, deasen La-

B
placetranaformierte in 0 den Wert | annismt. Daher gilt mit
t ¢ T auch, dag [Linl, = Lin)(0) ist.
Damit folgt fiur alle o >0 :

0 =Ref b (z)f(x)ax = he zcin:l:u _f tlxex )dx .

e =1

Da T atetig ist, gibt es fur elle £ >0 ein s >0, so dad
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= Gf

fur alle x € U, ]f{IJ]—f[I” < E iat fUr J=1,...,0 ,
woraus mit der letzten Ungleichung die Dipsipativitit von
folgt. O

Leama: Iat I & I'Ec integral disaipativ, so ist fir alle
v i I.-L it v 20 wund {1’ vix)dx = 1 die Funktion f = fov
+

integral vollstindlig diseipativ .

Bgweig: Wir zeigen zuerst, dal I - fov der Definition 1
geniigt und hernach , dad f - fev ¢ L° 'ist.

1. Sei he L, 8o setze ich fur 8 ¢ {-17,77)

Egi= el n-nav) + v [ nil, € Ll‘ « Daher ist

delgg) = e -2 (v)) X (h) + l}uf[hHL'I{v]l. WOTEUA WOEen

iv)(0) = [ vix)dz = 1 folgt, dad [ L(gy)lle=Llgg) (0} 10t
[}
+
fir alle @ € (=m,7] . Also ist Re J’H! gglx)fiz)dz =0 .
&

Damit ist fiir alle 8 € (= r7,m1]
Aefel®  nix)f(x)dx - ol Rlz=y)wiy)fix)dydx )
ke I:-Qf

+
£ - H-J'E_ fizinx)az [W(n)|, , und weiter ist
.’
nuu“‘i& ni{x)f{x)dx - J;:J“f nlEJviy)fiys Elayak ) ) =

a-{-“:_Ln (f = fov }Mx)n(x)dx) )= -nuj;, flx)vix)ax Binll, .
+

+
(Hierbel war es wie beim Bewels won 6.3.(11) wegen des Uber-

Ton E nach b nicht nEtig; den Integrationsbereich zu verschie=
hirru]

Wihlt man mun 8 = —;rg%mci—flﬂ'”l}h[l}ﬁl} , Bo ist
+

I,L_{f-ruvbt:}htxld; | kZinlll (-Re(fev)(0)) (w)
+
hiertel kann h € I-" beliebig angenommen werden .
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2, Sei <B,h> 1= 'L'“ {f=fov){z)hix}dx fir slle h € LY , 5o
+

it wepen (m) B ein linearea FPunktional auf A

[<B,h = -Re(fov){0)jn], . Da nun L" in L' dicht liegt be-

e ¢ mit

ziiglich i| || yo £ib% @8 eine eindeutlge beschrinkie Fortsetzung
von B auf l.|1 und somit ein '.P £ L¥ mit <H, ho» "J;:‘P':I}h':"]'"h
s

fiir alle h € L'y, woraus fir alle h € L folgt

'[ (f=fov)(x)hix)dx -j ..Fnli.'r.]-hlir.]'dx « Das heigt letztlich,
nf Ly
dag f-Tfev = -..F ¢ L™ ist, woraus der zweite Teil der Dehaup-

tung folgt. 0
Legmma: Ist f € Ll:c integral dissipativ, so gibt es eine

stetige Veramion £ £ Qwvon [ .

Bewelp: Sei v € E‘EH"’J mit I viz)dz = 1 und v =0, Bo ist
+
f=fov integral vollstindig dissipativ ( wegen 6.5. ). Dazu

gibt es nach 3.8, eine atetige Version 1.!:' « Wegen der Stetig-
keit von fov ist somit 4 ="‘P + fav eine atetige Yersion

von £ und damit naek 6,.4. such dispipativ. O

Mit diesen Mitteln 1lE0t sich nun der folgends Batz bewelsen:

Gatz: Mc Nl ist kompakt und metrisierbar in der
r(L;¢.11.ﬁ - Topologie

Beweig: Em gilt nach 4.5., dad H Il ist, und somit ist M

metrisierbar in der ﬂ-"I:Lf:c.Ll‘:l - Topologie.

Es bleibt wegen 5.4. die Abgoschlossenheit won M im TN in

diessr Topologie zu Eei.ﬁmq Sed nun (1 ) ¢ y ®ine Folge in

M mit einem oi{l_ ,L'y)- Orenzwert £ € FH. Es folgt natlr-

lich; daf f integral disaipativ ist und nach &.&. auch eine

gtetige Veraion besitzt; also kann f € Q angenommen werden.
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Waeh 4.2.(1ii) gilt fir mlle n ¢ H und x ¢ B} @

(Ref _(x¢7) = [x] -1) und (Bef (x7T) =[x -1 ) und

( [t (=Tl = |} &

Wegen der Stetigkeit von f und dem Lebesgue-schen Integral-
satz auf allen Kompakta von If: gelten diese Abschitzungen
auch fiir £, Es folgt momit, dad £(T) = -1 und damit £ € N
igt. Dies zeigt, dad M abgeachlossen ist in der HL;;E.L“}-

Topologie. O

Satgp: Jedes f £ M 1AET pich darstellen als Schwerpunkt eines
von der Menge der Extrempunkte getragenen Wahracheinllich-
kaltsnades.

pgweis: M c MM iat eine (ochwach - = =) kompakte Tellzmenge
gines lokalkonvexen separierten Wopologlschen HBaums «

M ist kenver und (schwach- ® -] metrisierbar. Damit 1H8%
aich der Satz von Choquet flir den metrislerbaren Fall
anwenden (siehe [3] Corcllar 27.6 oder [1] Satz 3.24 ).
Daraus folgt die Behauptung. (]
Theorem: Fur mlle f €  gibt ea ein ¢ €C mit Aec = O, ein
a ¢ B und ein | € W( B x (-mm]) , sc dal

= 1 + axp =i=t ":’ush—%."-ﬁ-vd—”—.
o 'I;m {U}{-mﬂ] ’s 1-e=<Tr 8 cond

(Dabel selen 1ilL und eXp_ die in § ? beschriebenen Funktionen)
Diese Deestellung heiBt Lavy = Chintschin - Darstellung von
e qQ.

Bewgis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.2, 5 4.4,

und 6.8, . O

Bemerkung: Diese Darstellung is® nich? eindeutig, denn e

int {a;pz-nntﬂ—i] '15 I:r fh_ﬂl =

i
1--"::'F- Zrapel
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{1 . = ﬂ-{_ﬁt.:.

Joaal f r 111-cuu|!l]——$?——-'! fur
1—a'{Tﬁ1}tuaﬂ 5,0 1=8 vE2enal
z g EE mit 240 wund @ ¢ (- m,m] . U

Hachdem nun die Kompaktheit von M gezelgt wurde, und die
Eonseguengen im Zusampenhang alt den Ergebnlssen aus § 4
gezogen wurden, soll ein lihnliches Konzept fir K erstellt
werden, welches mit dem Theorem 6.2%. die zu Theorem 6.9.

analogen Ergebnisse fur die f ¢ F 1liefert.

6,11, Definjtion: (1) f ¢ Ly, heidt intescal fast positiv definit,

wann fir alle h ¢ l:l., mit h=Heh und 'I:t" hix)dx = 0 folgt,
&

dad _[ Jlrm f(x+y)h(x)nly)dxdy =0 4imt.
n: Ly
(i1) vy € L™ heidt integral poaltiv definlt, wenn fur alle

h ¢ L', mit b=ieh gilt, dag ‘L‘L" @ (x+y)h(x)h(y)dzdy =0
& =+

ist.
611" Begmerkung: Diese Definition hingt offenbar nur von den Klas-
nen ab.
6.12. Lemmg; f ¢ L], und P ¢ L7 meien atetig,
(1) £ ipt integral fast poaitiv definit gomau dann, wenn
f fast poaltiv definit ist.
(i) ..Fr ist integral poeitiv definit genaa dann, wenn '-F

poaitiv definlt iat.

Bewgin: Dieser Beweis ist fiir (i) praktisch vellstdndig Uber-
tragbar suf (ii) ( bei dem Bewels zu (11} fallen die Uberle-

pungen  fber 'L‘ hix)dx = 0 weg }.
.'.

Alpo beschriinken wir uns darauf (i) zu zeigen:

1. 8ol £ € Ly, Aintegral fast positiv definit und stetig.
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¥ir definiersn nun V, i= H (a1 = i) ., welche fir alle
8 =0 O- Umgebungen in E; daratellen.

HH‘J.'E"I'] fu"nEﬂ 11|-l-l-|x:nE H: 'I.I.I.'I.d. =1ﬂ-l--il-pcn-E E- uit

i1l

= 6, = 0D,

I

Dazu definteren wir h (x):= E e [l} 1“ T }[I} fir alle

j=1

a =0 , wobel such hier wieder ﬂl dis Iedikatarfunktion

ainer Menge A £ H: bezelchien soll.
Es imt ‘L“ h (x)dx = 0 und b, ¢ L', fur alle s =0 .

&

Darit ist ‘L""L‘ f{xa-ar:lhuli::]'hu{ﬂ:l:dj =0 fir alle s > 0,

Da nuan H%}n‘{:jl-‘i’a:l“: gchwach gegen das Dirac=-Ha@ in Ij

konvergiert, und da f stetig iat, folgt fir a gegen O :

o L]
= Efiz#+x,)ee, 20 .
=1 i= 3115
4]
Dﬂﬂiﬂ' 11.IIIlInEH: “d‘ c.'lil'l-.chE-n -it ﬁnj -ﬂ

teliebig gewihlt werden kinonen, ist f fast positiv definit.

2+ Sl nun £ £ I"J.-:u{=

Es ist noch zu seigen, dad f integral fast positiv definit

fast poalitliv definit und atetig.

iGt.
Sei nun h ¢ L'y mit h = Heh M‘EF hiz)dx = 0 .

Sei I < K, kompakt mit Triiger{h) C I .
Sel & >0 beliebig, #0 glbt &8 dazu wegen der Stetigkeit vom
f einmn€ N, XTypeeey®x, € 1 und paarweise disjunkten Unge-

n

bungen LIJ von X, ( flir J = 14.0ec5m ) wmdt | ) “.1 =1, 8o
j=1

ded fir alle i,§ =1,...,0 , &lla x |;_1.11 und y ¢ LII1 gllt:

| flxey)= f{:l.i-l-.t.:]'l - & .



Daher gilt:

frala fxsrmxIn(r)ayas - Elﬂtii-lj}juihEIJdI_II-JJhE;}d;r

_;L_]’ (£lx+y)=£(x 42 ) Inlx)nly)dndy .

i j-1

* .1

H'-EL'I.I hizjdx = _,"Er'_j hixjdx = 0 ist, isat die erste Summe
1- =1 j

im rechten Tell der Glelchung = 0 «

Dis gwaite Summe ist betragsmidig nach oben beschriinkt dureh

a{llh |||-':IE+ D nan 8 =0 belieblg gewihlt werden kann, folgt

fir @ gegen 0, dall f integral fast positiv definit iet.

{ Pir {ii) folgt daa Ganze natiirlich analog.) ]

6.13. Bemerkung: Im Sinme von 6,2, ist fur alle f € Li, und h ¢ L,
fﬂ.fﬂm f{xzeyIn(x)hiy)dzdy = fo(nan)(0) .

6.14. Lepma; Sei T ¢ I.-::'“ und o € L™, und sed h ¢ 1., 5o gilt:
(1) Ist f integral faet positiv definit, dann iat fo(heh)
fagt poaitiv definit.

(11) Iat P integral positiv definit, dann iast -.Fﬂ{hl'l'.'l}l
positiv definit.

Beweis: Wie im Beweis von 6.12. geniigt ea auch hier wieder,

(1) zu beweisen,

o
Mit h £ L'y iot much fir alle & ¢ Iﬂ h_pixe—s=h{z-a] in L—II.-
Somit gilt fUr Alle X,seessX, { B, und alle €,,ueee®, § K 3

hal rn
Hi= = o,h _ ¢ L', ; damit ist fur = =0 auch
J=1 3 _I_'I J=1

L"‘ Hix)dx = 0 , worsus schliedlich folgt, dab
+

rj:i'[;l I ﬂ:+jf+1il-xj}hf:l:]'hf:i}d:l:dr-L“Lmﬂl+!JHlI}Elh']'dld.;r

=0 iat,



= HE =

Das hel@t, dal f (heh) faet positiv definit ist,

Fur (i1) folgt dams ganze analog . O

B.15, Bemerkung: Sed £ £ ["f:-{: fast poaitiv definit, stetig und
nach oben beschrinkt, und sei v ¢ L‘, it v =0 und
-’L" vixldx = 1 , 80 ist f - (fov) positiv definit, stetig und
*

beachrinkt.
Deweis: Hach 1.7. iat .ﬂ.lr iw £ = f fUr alle & ¢ H-: poai-
tiv definit und beachrlinkt . Fach 6.12.(1i) und 6.14.(411)
imt fur alle h¢ L, (f=f_)o(heh}(0) =0 (flir alle a ¢ E::I,
Alae ist fﬂu‘ (£=f_)o{heh) (0))v(a)da

+

= fo{h+h)(0) -J;m[ £ olnan) (0))v(a)dn
e

= fo{hah){0) = (fov)e{heh)(0) = 0O .
Dpeit ist (f=(fov)) integral positiv definit.
Wegen der Stetigkeit von f ist auch fov stetig, und wegen
a E t‘ri,g:e.r{‘r] igst auch f-l:fﬂ-‘l"]'
begchrdnkt ; well der Triiger von ¥ konpakt iat,

Wegen B.12.(i1) folgt damit die Behauptung, O

der Beachrinkthelt wvon [1'-1'&]'

Kun miissen wir noch zeigen, daB integral positiv definite,

weaentlich beachriinkte Funktionen eine stetige Version be=

sitzen, Vorab milzaen wir dazu noch einige Bemerkungen machen:
6.16. Definition und Demeriang: Sei C:={f ¢ &, 6])] Bet=f} .

(1) Sei f¢ L™ integral positiv definit; dann definiert

( + Jpgr Cx C—=R , ig,h} im folgwh}(0) eine symmetrische,

positive Bilinearform auf € .
{151} Dazu definieren wir:

ﬂf:z{nf C | {n,n}t,:cl} und R, := O/H, .
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Eﬂf.'ff_:_T;1J ist ein Prihilbertraum,

Fir h € © bezeichne h, ¢ B, die dazu gehlirende Elasse.

( Es gilt natiirlich fir alle g,h € C : (g,h)y = (£php)y o)

H sei die Vervollstiindigung wvon Hf unser '1E":-T;1 .

{ Damit fat (B, W , );') ein Hilbertraum, in dem R, dicht
liegt. )

(111) Fir alle t € B} oei 5(t) : ¢ —=C durch 5(t){h)s=h_,
definlert, wobei h_,(x) := E[:-t} sei { B me1 dabei dag glai=
che wis in 6.2.(1) ] .

Fir alle t ¢ K, ist S5{t) damit ein linearer Cperator,

6.16"' ;Bemerkung: In der Notation von 6.16. gilt:
(1) Pir alle g,h ¢ C st te=(g,3(t){h)), stetig nuI.H: .
(11) Fir alle t € By gilt : S(&){N, ) C K, .
(11i) Fir alle t ¢ E: £ibt ea elne elndeutige stetige lineare
Fortsetzung von 5(t) auf H, welche wir wisder 3(1) nennen
wollen,
(1¥) Fir alle 0, € H int tm( . 80t) (Y )], stetig auf K.
Bewsis: (1): Eo i3t (g,3()(h)), =‘Lnj;mf[1*:.f.'lgfI}E[J-tﬁd:dy

i L

woraus wegen der Stetigkeit von h die Behauptung folgt.

(i1): Pir b € € iat tr—=(5{t){n),8{t}(h)}; = £ o(hmh}{2t)
wegen (1) stetig und wegen 6.14.(1i) positiv definit und
anch oben beachréinkt  durch |[e] (|| )%). 1st nun n g H ,
go iat fo(hsh)(0} = 0, woraus mit dem vorherigen folgt, dabB
t*—‘!ﬂﬂﬁt}{h].ﬂiti[hlif die O=Abblldung iet, was heldt, dapd
8(t)(h) € By iat.

(111): Wegen (1i) folgt, dad fir alle h,g € C mit Ep = b,
(8{t)(h)); =(8{%){g)); 1imt. Da nun fiir alle h € C wegen
Got4.{11) (8(t)(h),5(t) (b)), = folhen}(2t) & folhsh)(0) imt,
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folgt, dad 8{t) durch 1 in der Operatornorm auf R, be-
pochrinkt ist. Da RI dieht in H liegt, gibt es eine elndeu-
tige lineare atetige Fortsetzung von 5(t) auf H .

(iv): Es gilt: t+—>(g,5(t)(n}), Lot atetig auf ®, fir alls
g:h € R Iat nun {tn}n e 0 © H: eine Folge, die gegen

t {H.: konvergiert, dann ist O :H—=R , G (o):={g,8{t )J{>}],
gine Folge von gleichm,beschr., linearen und stetigen Punktio=
nalen auf H, die in A, gegen hi—={g,3({t)(h}), konverglert.
Wegen der Dichtheit ven A, in H folgt nach dem Sats ¥on
Banach= 3teinhaua, daB auch };E.‘.ﬂn{"]' (g,8(t){oc) ), fiir alle
OL g H iat, voraus die Stetigkelt won ‘-"'—I-{.E.EI{IH‘!"]'JT fur
alle o« ¢ H folgt.

Sel nun i_tn]“ f B < H:_ wisder eine Folge, die gegen ein

t E: konverglert, und seli o ¢ H , so ist durch

A :H—=H, A (gli= (@80t )x)}, eine Folge linearer, stetiger
und | |- beschrénkter Funktionale auf H, die auf R, gegen das
Funktional n-—--[r,a{t]th]-:lf konverglert. Mit den gleichen
Argumenten wie oben folgt, dab EP- un[n:} = (F.5(e)x)]), 1at,
woraus much dabei folgt, dal te=(p,5(%){=)]), stetig iat

fiir alle 2, o€ H . W

Lemma: Ist £ ¢ L™ integral positiv definit, so existiert
aine stetige Verasion ¥ won I .
Bewsig: Sei (V) . gy eine monoton fallende Folge von Hull-

ungebungen mit rg!vn.{n} und sei g € C mit
n

Triger(e, ) =V .+ | &, |L|.. tund g =20 . Da £ ¢ L*iat, folgt,
dad ;I.IE [{h,{gu}f}flu:un ist fur alle h £ Rg.

Es ist fiir alle g,h € C ':hr":ﬂu}]f,Ln h[::ljamgn{;.r:f{ﬂy:ldﬂx.
+ +
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Da nun xh—Abd'nf[:+3]h[3]dj stetig ist, folgt, dad
H
&=

lim (sl ) )y = jﬂ. fixihix}dx ist.
+

Bei mit G _: H-=R , IJ“'[E]:= (B,(g, ;) eine Folge linearer
atetiger und offenbar beschrinkter Funkticnale auf H defi-
niert, die auf der dichten Teilmenge K, in H konvergisrt.
Hach dem Satz von Banach- Steinhaus beaitzt diese Folge einen
schwachen Limes in H. Da nun (H}' = H ist, gibt es ednk ¢ H
ait i-!.i'-'-ﬂli{” E {-En.ﬂ}f fir alle 8 ¢ H .
Desgleichen folgt fur Ett]{[ﬂ] [ wobei t ¢ HT iat ) =

(he,8(t)g )], = lim fizey)hiz)g (y-t)dzdy

f ol't nﬂﬂrLfPL: n

= lim | £ (¥y] f{xeyet)h(x)dx dy
P2k e

=-_]'EIII flz+t)h(x)dx, fur alle h ¢ C ,
e
(Dabel pei ﬂn genauss wie in 6.2.(1) definiert,.)

Damit gil® also fur alle g,h € T =

rhftgrm,:jnm (e 80t) (£ o) heml t)dt
+
Da nun R, dicht in H liegt, folgt daraus, dal fur alle g¢ C,

dal  (Egegs)y = jﬂ:II (egrSitME o)), alt)at = j’Hm flx)elx)dx
+ +

iat, Dpraus folgt ,dad f = EEG,Eitl[ED}}I fast Uberall iat.
Da wegen 6,16".(1v) th-iigﬂwﬂft}{ﬁﬂ}} ntetig ist, folgt
die Behauptung . O

Mit diesen Mitteln werden wir jetzt die Behwach - & - Eom-
prktheit und - Metrisierbarkelit von K beweisen:

6.18, Bemerkung: In der Hotation von § 1 gilt :
(1) Ec M, K iat metrisierbar in der o (L;__

() E={fc F| £ =0, | 10,17)m =1 f|(1y,27)m= =1}

.LL )=Topologie.
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Beweis: {i): Diese Auspage ist direkt aus 1.5. und 5.4. zu
folgern.

(1i): Polgt unmittelbar aus t1.8. , 1.6, und 1.%.(144) .

gatz: K Lat pchwach = ® = kompakt.

Beveis: Hach 5.4. ist M achwach = & = kompakt und = metri-

sierbar, und deshalb geniigt ea zu zelgen, dal eine Folge von

Funktionen aus K, die in M konvergiert, auch in K konver-

glert.

Beli nun I:'IJ'I.:IJ'I.-E g = K eine Folge von Punktionen, mit dem

gchwach = & = Limea f ¢ ¥ .

Fir b ¢ L', mit h=Reh und Jﬂm hiz}dx = 0 ist f o(hn)(0) =0
+

fur alle n ¢ N . Aus der pchwach - #= = Konvergenz folgt,
daf such folhsh}{0) =0 iat.
Also ist f integral fasnt positiv definit.
Hun zeigen wir mit Hilfe von £.15. wnd 6.17., dad f eine
atetige Version bemitet:
set nun v € €0 R]) ( aleo eine stetige Funktion auf B
mit kompaktem Triger ) mit v =0 und J;(I!I vix)dx = 1 ,

+

Efunvqu y konvergiert schwach = = gegen fov .

Da @un {In]nli yC E ist, ergibt mich nach 6.15. ;, 1.2.{iv)
wAd 1.9. die Absachltzung:

|I'ﬂ— fnlnr| = Irn{uj—{fnn'r}{njl | = |Infﬂ|+[[f_n¢'r]l[n]|

= 1 -lrjnnl.’i]:l:l #1)vix)dx =:c = e [ fir allen¢ H ) .
+

Da nun mit [Ii]n ¢ § EeEEn f much ﬁfn—ﬂfhnvj]n £ W gegen
f -(fov) in der schwach - % - Topologie kenverglert, folgt
nach dem Satz von Lebesgue Uber die majorislerie Eonvergens

auf mllen Eompakts, dal auch [f - (fovl =« ¢ fast Uberall
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ist. Alwo ist f - (fov) ¢ L™ ,

Aulerdes sind die f - (f ov) nach 6,15, positiv definit, wo-
raus fir alle h ¢ L', mit heReh wegen 6.12.(1i) gil%, dad
fiir alle n §¢ N Efn—Efnn'l'JHh-thﬂ} =0 4ia%, und somit

mud wegen der schwach - m - Eonvergenz auch
(f={feov)){hsh)(0) =0 eein.

Aleo ist such f=fov integral positiv definit.

Rach 6.17. gibt @8 eine stetige Version f von f —{fnv,'l..

Da nun auch fov otetig ist, ist £ = P = [fov] =: ¥ fast
Ubsrmll. T ist stetig und fast positiv definit ( wegen
6.12.(1) } &

Ea bleibt noch zu zeigen, dal I den determinierenden AbachHt-
zgungen flir alle Elemente aus E gemid 6.8.(11) genlgt,

Diese liefert aber schon der Satz von Lebesgue Uber die
majorisierte Konvergens auf allen Kompakia, der auf die
gohwach - & — Honvergens von fﬂ ERERD i'j"' anwendbar iat.

=R
Es folgt somit, dad f ¢ K ist, |

catz: Jedes f ¢ K L0t sich darstellen als Schwerpunkt elnea
von der Menge der Extrempunkte von K getragonen Wahrachain-
lichkelte=ades .

Bewels: Hach 6.19. ist (K, o EIr;:c-L'. } ) ein metrisierbarer,
konvezrer und kompakter Unterraum der lokalkonvexen, separier=
ten topologischen Raums W1

Damit 140t pich der Satz von Choguet fir den meirisierbaren
Fall anwenden ([ siehe dazu [3] Corollar 27.6 oder [1] Satz
3+2:44 ) 4 woraus die Behauptung m'u.-n.i.ttfl'n-.t- folgt, O
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Tngoren: In der Notation vom § 1 und § 2 gilt:
(1) Fir alle £ £ F gibt ea ein e ¢ R , #ln & ¢ H: und ein
K€M B]), so das

expz = 1
fml +¢+ J;{‘ ids) ist,.

Diese Darstellung heidt Levy- Chintschin- Darstellung ven f.
(11) Py, = Q .

Beweis; (1): Folgt unmittelbar mus 1.9.(11) uwnd 6.20. .
(ii): Folgt unmittelbar aus 6.20., und &.9., da die Extrem-
punikte von E in M liegen. O

Lesma; Die Darstellung 6.21.(1) ist eindeutig fiir glle f ¢ F,
Bewgig: ( Siehe dazu auch [ﬂ Theorem F.T .}

Sei £ ¢ F mit f = 1 +o+ L" -{n} tl-upz_:l :% .
&

Ex imt leicht =zu sehen, dal ¢ = £{0) ist,

Hach 1.2.(4) und 1.2.(441) fur alle x ¢ H: die Folge
((£(2%) - £00))(2™)), . y monoton steigend und = O .

Dap heigt sie mul konvergieren . Definieren wir darum

Lix) 1= %ﬂiftz“:}-:[nn{a'“} fir mlle x ¢ E: .

Es ist L{O) =« 0 , L = 0 wund 2L(z)=L(2x) fir alle x ¢ Il’: .
L ist wegen der punktweisen Eonvergenz ebenfalls fast poaitiv
definit, Wegen 1.2.(vil) folgt damit fUr alle x,¥ € H: -
(L{x+y)-Liz)=L{y})¥ = (L{2x)-2L{x} ) (L{2y)-2L{y)) = O, woraus
folgt, dad L linear ist.

Somit mul nach der Definitiom vom L L = 1 meln, womit aijﬂi

&
eindeutig Testgelegt iat,

wWelterhin gilt, dad f—f.‘l‘-r nach 6,21.(41i) und 2.9.(1i) vollstidn-
dig disgipativ und stetig wund nach J.8,(1i) und 3,11, La=-

placetraneformierte esines eindeutig festgelegten Hadea
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¢ € Hhtﬂfﬁ . Aus der Darstellung des f folgt aber, dab
f - ﬁnlaffﬁ * Lllﬂm'{ﬁ} int, woraus die Bindeutigheit
+

. O
von I._,I.I.H_T_{u} aus der von ¢ folgt

Dene zum en 6 ¢

In dirsen Paragraphen nteht - wie schon zuanfang angekindigt -
die Integraldarstellung der £ € Q und f ¢ F Iim Yordergrund.
Die Methods ist wie im Paragraphen 5 durch das 3tudium des
Textes [5| von N. Drumm geprigt.

Zuerat entwickelt man eine Eigenschaft der Elemente [ £ Q,
die es erlsubt, § in M einzubetten { Definition 6&.1. und
Leama G.4. )

Danack zeigt man, daB die Punktionen, die b.1. genigen, eine
atetige Version besitzen, die wiederum dipgsipativ 1st.

Dies geschah mit dem Satz E.6. und 6.3, -

Dap prlaubt zusammen mit der Abschitzung von 4.2.01i1i) =zu
zeigen, daf § in Il abgeschlossen und somlt schwach - & -
kompakt und - metrisierbar iat.

Der Batz 6.8, liefert dann die Integraldarstellung iiber denm
Satz ven Choquet {fir den metrisierbaren Fall). Damit li@t si
sich darn die Lévy - Chintschin = Daratellung von 9 im
Theoram &.9, verifizieren.

Filr F ergibt sich dann ein ihnliches Eonzept. Nur wird hierbel
potwendig, ein entaprechendes Analogon zur Aussage des Satzean
3.8.(1)} zu entwickeln.

Das erreichen wir Uber die sogenannte G6.N.5. {Gelfand =
Maimark - Segal) - Konstruktion, die ung im Lemsma &.17. das
gewiinschte Ergebnis liefert. Ich mudte diesen Dewsla hiler

ait hineinbringen, weil ich keinen entaprechenden (fiir den
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poaitiv definiten Fall in unserem Sinne) in der Literatur
antdecken kinnen.

Wie schon in den Bemerkungen zum Paragraphen | erwiihnt, ist
die Einschrinkung " nach oben beschriinkt " in unseren Untar-
guchungen sehr bedeutend. Allerdings war o8 schon sinigermaden
umstliindlich, dies in die Bowelsnflhrung von 1.6, und 1.7. sin-
gupagaen. Alao empfichlt es mich aufl die fUur den Faragraphen
6 entaprechende Eigenschaft “weaentlich nach oben beschrinkt®
erat gar nicht in das Eonzept mit aufzunehmen, allerdings
damit auf eine =u 6,06, analoge Aumsage fur den fest positiv
definiten Fall su verzichten.

Statt depaen vurde eine solche Aupsage mit in den Bewels von
Gatz 6.19. eingebunden (- dem Analogon zu 6.7.), da dort das
Inventar an Vorraussetzungen griler ist.

Hit diesem Sptz ermiiglicht sich dann ebenfalls eine Darotel=
lung mach Chogquet im Satz 6.20., die dann schlieflich in der
Lévy = Chintachin - Darstellung {Ur Funktionen aus F endet

( Theorem 6.21.).

Die Aussage von 6.21.(il) soll uns noch einmal verdeutlichen,

wie die Hengen F und § susanmenhingen.
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§ 7 [Polgecungoni
Mit den Theoremen 6,9, und 6.21, werden wir nun einige Sktze
der Madtheorie bewelsen:

Dazu aber noch einige YVorbemerkungen:

7.1. Definition: Sei & !{ K}) der Banachraum aller einsal atetig
differenzierbaren Funktionen auf Hﬁ, die pamt ihren érsten
Ableitungen auf E, bezlehungsweise auf ([0, )" beschriinkt
gind, und deren rechtpseitigen Ableltungen puf dem Rand won E:

existieren, versehen mit der Horm ]! :-|ilf-.|,ma-lj:_11n = u%ijf””
{ fir alle f £ E"'h{ E":] }e o
sl A ein lineares, stetiges Funktional auf '.."-L{ H:h
(1} Ist A reellvertig und gilt fur alle f ¢ M
£(0) = 0 und £ =0, dad <A, f> =0 1ok, 80 heilt A fant positiv.
{14} Ist A komplexwertig und gilt fir alle T € "f'.’éf ﬂ:] mit
£{0) = ||ff], . 4a8 Rech,f>< O, mo heilt A disslpabiv.
{41i) A heibt giraff, wenn es fir alle E =0 ein Kompaktun
K, © KT gibt, so dal fir alle f ¢ ell B} mit gy =0
und fldl. = 1, folat: |k s g .

7.2. PBemerkung: Die Menge der iinearen, stetigen und atraffen
Funktionale auf 'E’;I[ H::} , die
(1) fast positiv definlt sind, bilden den konveren Eegel T -

{i1) diesipativ sind, bilden den konvexen Kegnl 'JF N

Mit disgen Mitteln lassen sich folgende BHtze formilieren:

7.%. Satz: Dle Laplacetransformation it ein (Eegal-) Iscmorphlis-—
pus zwischen ‘F° und F  beziehungeweise & und Q .
Boweis: Em ist leicht zu zeigen, daf fur & € F baw. & € &
Fia) e F bew. (A} ¢ Q let, Die Surjektivitiit folgt aua
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dem Theorsm 6.21. bzw. §.9. , wonach alle f € F bzw. T €

sich schreiben laseen mles f = (&) mit

do = 4
ho= doemc N an -'E!u-'ﬁh}i—u": 2 W (dz) baw.,
- 18 T,
= é‘ - l.',._.h 'E — = ! B B
' o (ﬂb +‘[[..;'{C'}_{'ﬂ-ﬂ] 1= u'{E-ﬂ"cnaﬂ I-L{“ aa)

wobed ¢ € R , & ¢ K, und |1 € M} [E]) baw. ¢ € C mit Rec = O,
mg By und W eMI(R] =(-m,;m] ) 18t (- dabei beseichne
§, das Dirmc-Mad in z ¢ €] und /A7 den linearen stetigen
Operator rﬁiﬁ{‘?ﬂ auf E'.;E HT] = I

Ee 1u0t sich leicht zeligen, dad A € T bzw. A€ q ist.
Wegen der Injektivitiit der Laplacetransformation fir temperiesr-
te Distributionen auf K, folgt die Behauptyng. O
Bemeriung: Der Satz 7.%. stellt damit ein Analogon sum Sats
Yo Bochner = Waldenfels fUr die Laplacetranaformation auf
K, dar [ - vergleiche dazu [4a] 6.4.Korollar wund [11]

Satz 1. ).

2atz: Ist £ fast poeltiv defimit, atetlig und beachrinkt, so
ist f die Summe der Laplacetransfoermierten eines positiwven,
beschriinkten Males |LEML(B]) mit |L({C}) = 0 und einer

Eonatanten ¢ = 41 o £ flx} .
x¢ BY
Jeweig: Sel f fast positiv definit, stetig und beachriinkt.

Damit imt {f{n:ﬁ:}lln ¢ i "ine monoton fallende Folge in R

[ = wegen 1,2,(vi) = ), die beschrinkt iast. Jomit hat diese
Felge einen Grenzwert inm c_ € R [ - fur alle = ¢ II: )a

Ia aber nun fir alle 7 € EE ein ' ¢ H: exietiert mit

¥i¥' = Al+e fir geeignet grofes n ¢ M, folgt wegem 1.2.(vi),

fly) = cI;LEn f f{x) iet. Da nun z ¢ B belisbig gewdhlt
X

werden kKann, mul ¢_ = i n f f(x) eein .
® zcaY
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Bel alen & 1= 1 0 !' fix) . Damit konvergiert die Polge
% Ry

I:f—fnfr}n ¢ n Befen f-¢ punktweise., f-¢ 18t wiederum stetig.
Dp wagen 1.T. alle f—fﬁ'.i:- peaitiv definit und beschriinkt sind,
oull auch f=c positiv definit sein.

Andererseits gibt em nnch 6,21.{1) ein ng;[lt:} mit

f = £I0) + -L I.“B?I_" V{dz) { der Linearantell von
:-{n} 1-a=ST, 2>

wird natirlich wegen der Heschrlinktheit wermchwinden ),

Es folgt natiirlich, dag ¢ = 11.1:. fﬁ:r = £{0)- L {@_E:Tﬂ:;
=0} 1=g—51,

int a achliellich f=c = dz) liefert.

ot, was uns mc o o c ’E{n{ﬂﬁv[“ efer

- S T—
Setzt man nun jle= [ e “‘HT"{{'}]}F ¢ S0 iot

faLil)+e.

{\ Hierbsl bezelichne 1, wieder die Indikatorfunktion einer
Menge A C H:.:I

Da mun || | ||= £{0)-2 ist, folgt die Behauptung. 0

Beperkung: Dieser Satz warde in [Hli von P.iessel schon eln-
mal mit Hilfe der Thearie der MHomente bewiesen.

Satz: Ist ':"‘n:'n €N eine Folge wvon Funktionalen aus ¥ muf
E:}{HE] » deren Laplacetransformierten (f_ ) punktweise gegen
eine im Nullpunkt stetige Funktion f konvergieren, 8o konver-
gieren diese A punktweise auf EL{HJ:} gegen ein Ac '} mit

T = (A},

Beweis: 1, Zuerst zeigen wir, dal f_ n—-i[,:l::.I.1‘}—;|-:un-rergurt
gegen eine ptetige Version won f :

Da T stetig in O iat, gibt es zu jedem ' = 0 ein

¥ e ((0,2))" , so dag  |£(0)=£{y)| = &' ist.
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indereraeits gibt es zu allen € >0 ein n_ € N, 8o dal fur
alle n =n gilt, dab |f (y)-fiy)| =g und jr (0)=£(0)|=<g
ist. Damit ist fur alle n zn_

(1) g := £ -1(0)-2¢ ¢ F wund (11 |g“[;r]| = gl+2g

Bz folgt wegen 6.21.(i4i), daB g_ € Q ist fUr alle m =n, .
Mit 2.23. gilt damit, dad goA € Q und I.Ennirmlag E'+2E
igt, -woraus mit der Existenz von :_.ﬁ?}-'! und mit 4.5. folgt,
daf es ein ¢ =0 gibt mit |gnt'7|‘}| < c firallen=n_ .

bun tat K, :={f €Fy | 1T} ¢} © oW und somit wegen
6.12.(1), 6.21.(11) und 6.6. naturlich ofLy,.+L's ) -ﬂ_nnpaxt.

und - metrisierbar. Natilrlich iat r‘g'.n:l:n =n £ Ko+
&

Wegen der punktweisen Honvergenz der f gegen f konvergiert
natirlich audch £, &=gen ein stetiges g € En' waelches eine
Version ¥on f=f(0)=28 ist. Damit konvergiert f_ im &{Lﬂcpll}
gegen ein fim g+f{0)+2¢ . Wegen der Stetigkeit von T in ©
folgt aus dem Satz von Lebesgue idber majorisierte Honvergens
(auf einem geeigneten Eompaktum um O ), dad ;’-I[EI]' = I[0) iat,
2+ Damit werden wir zeigen, da@ A, flir n gegen o@ gegen A
punktweipe auf 'E';EE':'J konvergleren, (Trivialerweise folgt
die punktweise Kemvergenz voa (f ) ¢ § Segen & LA),. )
Wegen 7.3, und 6,21, folgt:

A= T 00 - <Oy a2 'EF {a}-&‘;{?ﬂs olds) mit

L E: und L€ ]'Lb[ﬂf_]; und weiter gibt es wegen 6.21.(1)

ein a € B} und |L€ MI(R]) , so da8 ¥ = X(A) 1ot mit

-
A= T(0)4.- < o> + e —d0 ds) .
© '&CI IEE'{G} lag=<T, 8> Sl
Wis wir gesehen haben, iat ?I:ﬂ} = f{0), worsus folgt, dad
(2e8) Jnfn'[ﬂ'l ERgen ﬁnﬂﬂ} Bernoulli= konverglert (flir p=o),
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Da nun fir alle @ ¢ &) &%) gi1t, das stetig

Id::p-i:-

und beschrénkt ist auf H: —{III}, ist noch zu zeigen, dad

{1“1:_{:',}] )l schwach gegen l!lm:_{n} y /U konvergiert,

( Dabei sei 1, die Indikatorfunktion ven A C i)

Da nun flir alle n ¢ W f=0f b positiv definit ist | wegen

1.Ts)s 18t Bach T.4. £ =(f ;> wecT, de).
) o e ,nﬂh;L:-{ﬂ}lxplLLnl: z)

Da nun {fn'{rn}i}n ¢ K Bleichmiidig beschriinkt sind - wie
wir geaehen haben -, mo mul auch (§.¢ > (1 JIL )

8 ’ o-"rly I:H:-{EI}} Hog
fir alle n € ¥ gleichmifig beaschrinkt mein. Das heidt, dad
diese Folge in einem Bernoulli-Kompaktus von H;{H:] liegt,
¥oraus wegen der a-fL;“.Lt. )= Konvergens von I, E£egen 4 auch

die Bernoulli - Keonvergenz von Huﬂ,nﬁnifmn_{n}:,:lpni
-+

fiir n gegen % gegen {.!n-f'i'.a} + H{Hn_{,;}}] L)} folgt. Das heiBt,

{2.b) dap "r“{lt:-{ﬁ}:l}un Jn ¢ u Begen “tE:-{D}}JI-L Bernoulli-
konvergiart.

. -8x
Definiert man nun L := f“+'£l:-{ﬂ} — _:}I“Ln{d” - fq[ﬂ:lr

50 ist L = l'n » und damit konvergiert (L) e ""{I';uurll1,}
egen Li= I +'£I' =11 {dg) = ;{ﬂjl = 1 , wonach
‘ SR SNCTRS :

llan=LIut1.IharaJ_T. it .
[ <Seia

Damit konvergiert (a_)_ ¢ N B28=n a , vomit auch
(2.8) ﬁ.nn:?}“ £ punktw, gegen {ﬂ;.a}lanurghrt auf
&it el .

tusamaen mit (2.a) und (2.b) folgt damit die Behauptung. L]



Hﬂﬂrmﬂ: In disger Verslen atellt dieser Satz den von Lbvy=
Waldenfela fir die Laplacetranaformation auf ET dar.
( Siehe dazu such [4a] 2.6 und 8.5 oder [11] Satz 1.(41) .)
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o Abhomer E ]
Am Ende dieser Arbelt médchte ich noch die Miégllichkelft der Ver-
allgemeinerung dieoecs Konzepts diskutieren.
Hierbeli will ich die achon in den Demerkungen Zu den Vorange-
gangenen Faragraphen erwiihnte Erweiterung unserer Ergebnisoe
auf topologische, abelache lalbgruppen mit neutralem Element
und den entaprechenden fast positiv definiten bzw. dissipativen
Funktionen darauf Eurg beleuchten.
lHernach mdchte ich bestimmte lokalkompakte, konvexe Kegel in R
unter dieaem Aspekt betrachten und die mbglichen Konsegquenzen

daraus andouten.

Zuerst ist eine Begriffabildung analog zu der in den Paragra-—
phen 1 und 2 notwendlg:

Sei (H,+) eine topologimche, additiv geschriebene abelache
Halbgruppe mit neutralem Element. H" beachreibe die zu H ge-
htrende Menge der reellen, stetigen Semicharaktere (= den Homo-
morphismen wvon H in die multiplikative Halbgruppe [[0,1],*) =},
die besziiglich der punktwelsen Hultiplikation eine mbelache
Halbgruppe mit der Einmabbildung ¢ als Neutralem bilden.

dnnlog zu 2.1, definieren wir den REaum von Testfunktionen:
@H:--ﬁiﬂ‘-ﬂhc | dn ¢ Nde seein, & Egzi,”.,:.n HYDe H":

il
te) = ,]E:JE{IJ}} .

Damit lHG%t sich die Disaipativithdt auf H definieren:

Eine Punktion f:H—>C heilk digsipativ auf H, wenn fir alle

t €@y wmit t{8)= ;‘_.E_-_i EJH{IJ] und t{e) =|t{o)] rir alle o ¢ H*
gilt, dal He f‘%_; cjf{:j} = 0 iat,

Der Begriff der fast positiven Definitheit auf H ergibt sich



= TH =

genauso wie in 1.1.(1) @

Eine Punktion f: H—=f heidt fmat popitiv definit guf 1, wenn

fiir alle n=Tupel {n1...,unl £ B™ und E11....:n] £ B mit

41 f Fi
=01 t, daf = = e,o . fl(x.+x,) =0 1iat,
'_]_";:1:1:-1 olgt, =i 1o 1% 17%3

Es ist leicht zu szelgen, dal diese Eigenochaft fir H = H:

Bquivalent sind zu den in Paragraphen 1 und 2 gefadten.
Beschrinkt man sich auf konvexe (spitse) Kegel B des H®, a0
kann o.w.E. angenommen werden, daf die Dimension des Kegoels
maximal ist. Es gibt damit eine Basis von m linear unabhiingi-
o
ger Vektoren &, ,...,8; in K, so dab
i {= l 0 }ist
Ei= Elﬂ X pomay = Bha
- jei 14 ‘ "
Seien nun E° und B die su K und £ gehtirenden Halbgruppen
von Semicharakteren mit neutralem Element o .

Ea gilt : E*2 K°. Polglich ist @2 3 O , und damit gilt

fir t € @ mit (&) = [t(e)] fur alle 8 € K", dad dies auch
fir alle @ § £ gilt,

Folglich sind dissipative Punktionen auf E auch disgipativ
auf K.

Trivialerweise folgt dies auch fur die Eigenschaft "fast posl-
tiv definit".

[
Ip nun K -{ ,j-E—ildBj I LITETTTE gﬂ'} ist, gibt es einemn Imo-

Jj-lj fiir
J=leuasl (= wobei ﬂ.'.l den j=ten Einheitavektor von I:I.. b=
gchreibt).

Da nun fiir alle @ ¢ K" gilt, da8 Bed £ (R])" ist, gibt es ein

porphismus & von B® nach B mit A(R])=E und Ale

£ E HE mit Ook = exp, .



Int nun t € T { Biehe § 2 ) mit t = Ecda:p und t{o)=|tiz]]
J=1 %3

flir alle z £ E: ¢ Bo gei ;: E°—= € definiert durch

Tle) = ﬁcjnm;__in,
=

Sei nun § ¢ E” beliebig und Dod = exp, fir ein = ¢ E: . 80
gilt: [eig) = |[t{z)] = tlo)=t(E).
It nun I':E:-—I-'I.' dissipativ auf K : ge gilt deshalb fir alle

t € T mit tw Ec exp_ , dad Re Ec fla(x,)) = 0 iat, woraus
=1y =143

folgt, dald foA dissipativ auf n: iat,

Trivialerweise folgt ebenfalls, daf fast positiv definite Fun-
tionen auf K unter der vorgeschalteten Transformation A fast
positiv auf H: aind .

Damit lamsen sioch die Ergebnisase wvon Paragraph 1 bis 7 auf
eine fast positiv definite, nach oben beschrdnkte besw. ein
dissipative , stetige Punktion f aaf K durch fed iibertragen.
In dieses Iusasmenhang ist vielleleht noch eines srwishencevert:
Da A ein Iseomorphismus iat, gibt es ain &~ und die zu A ad jun-
gierte, invertierts Abbildung (A*)~'. Em ist leich® zu zeigen,
das {519[11}-1{13 l T g H::} = K" ist.

Hit den oben angestellten Uberlegungen heift das sum Deispiel
fir dissipative, stetige Funktionen auf K :

Ist £ : K—=C dispipativ und stetig auf K, dann gibt es elne
¢ £ R , eine lineare, nach oben beschrinkten reelle Funktlon
1 auf K und ein popitives Mel |[L auf K" = (-myr] =it

,L_ _[ (1 = ¢(a(T))cons) |LidD ,d¢) = 0@ , so dal
=TTsT1

f = io+l + "p - ®)plds ,ap) 1st.

{‘—{E} ’[-ﬂpﬂjt i



Diese Darstellung ergibt eich aus der von foA aupg dem Theorem
£.9. nach einigen Unformungen.

{ Man vergleiche dazu PI Theoram 5.7 , wo dieses Konzept fUr
fast positiv definite, nagative [ nicht unkedingt stetlige }
Funktionen auf beliebigen Halbgruppen erarbeitet wurde.)

Im allgemeineren Falle iat die Bitustion nicht se klar.

Als erste, migliche Verallgemeinesrungen kann man betrachten:
1+ Beliebige {spitze) Kegel des r" .

Dazu empfiehlt es sich, sich mit den Theorien iiber Semlcharak-
tere auscinanderzusetzen, Dazu empliehlt eich unter anderem
die Lektire von J.H. Williamson's "Survey Article Harmonic
Anslyais on Semigroups " sus Proc. London Meth. Soc. 42,

1= 41 (1967) .

2+ Choguet - Kegel in unendliech dimensionalen Riumen.

In diesem Zusammenhang eracheint folgende Arbeit von E.
Dettweller richtungaweisend su sein:

® The Laplace Transform of Meapures on the Cone of a Vector
Lattice " , Math. Scend. 45 (1979), pp 311 = 333 .

%« Diskrete regulire abelsche Halbgruppen.

Auch hierbel wird man genttigt sein, eich mit den Hemicharak-
teren auseinanderzusetzen, Dabei empfiehlt sich wiederum, den
schon oben angegebenen Text won Williamson zu studleren.

ODer Text [2] Efnnte zwien methodisoch Hilfestellung leisoten,
um die Ergebnisse zu liefern, welche hier in den Paragraphen

2 bie & fu:-ﬁf ararbeitet wusden.



= f{ =

Indezverzeichnin { der paragraphenibergreifenden Kurzel )

& (n})
&80
& (a))
Enl)
£ (R}

=

UI]J'I

bezeichne die Menge der stetigen Funktionen auf H:

= {1 € &(eT) | f ist beschrinkt }

T e 8 (8]) | f verachwindet im unzndliuhnn}-

;-.{I'Eﬁaﬂﬁil | f besitzt kompakten Irﬂguﬁ}

1w {£ € 8 (B]) Iﬁj ¢ BIED) fir 1gism)

bezeichne den j-ten Einhelitavektor in R

fUr j=1pes.,8

: HI—I-E gel definiert dure -,l:l:11'=|:.t]'li-ln--E“:I‘ml

fir ain & € HT

bezeichne die Henge der atetigen, nach cben bo=-

nchrinkten fast poaitiv definiten Punktionen auf EE

ta {f ¢ P | f(0) =0}

T {; £ Fy I £(T) = -1}

bezeichne die Laplacetransformation

: A}—=R sei definlert dureh 1 (x):i=—cx,2> fUr

ein & § H:

e {II: B,—>C | f ist mefbar m“‘L" l£{=)] ﬂ:*ﬂm}
+

i {f ¢ L' | Triiger(2) int bim auf Nullmenge kompakt}
bezeichne die Henge aller Aquivalenzklassen von
nefbaren wesentlich beachriénkten Punktionen asuf H:
beseichne den Dualraum von L'.(siehe such 5.17.)
i={fg P | £T) =1}

bezeichne die Menge aller beachrinkten Borelmade

auf der o--Algebra der Borelmengen eines lokalkoo-

pakten Hausdorffraums A .

2.3'.
2.3".
Bele
1% I
Tels

110,

§ 2

1-“-
1-5!
1IH.

2:1T
- 1% I

Sl
Feolo

Fala
4.1,

t= { 8 € My(A) | © ist ein positives beschrinktes HaB}

={fea] M ¢r}

4.1.



1T
T
1l

liell
m

bezcichne die Menge der disoipativen, atetigen Punk-
tionen auf H:
1= ([D,00) )"
bezeichne dEnlﬂnul der expancntiellen Funktionen puf
auf H:
= {teal sto=|t}
bezelchne die Henge der stetigen, vollstindig diassi=
pativen Punktionen auf I-I:
= (=1, 1)
t={14200s1) € By
te L- [f(x)| dx ( Norm auf L'}
+

i= ess sup [f| ( Norm auf L uwnd & (R) )
= Siche § 5 .

2.3,

I

2-1'

2.5.
2:19,
1.8,

Jels
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